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1 Grundbegriffe

Die Vektoranalysis wendet die Methoden der Analyddfferential- und Integralrechnung) auf
mathematische Funktionen an, in denen Vektoremedaft, die sich in Abhéngigkeit von Ort und Zeit
verandern kdnnen. Die wichtigsten AnwendungsgelileteVektoranalysis sind physikalische Felder,
insbesondere elektromagnetische Felder.

Physikalische Felder sind Teilgebiete des Raumedemen jedem Punkt eindeutig eine »Feldgrolle« —
ein Skalar oder ein Vektor (auch ein Tensor odén@p— zugeordnet ist. Je nach Art der Feldgrol3e
spricht man von einem Skalarfeld oder einem Vektdr{bzw. Tensor- oder Spinorfeld).

Skalare FeldgroRen sind z. B. Druck, Temperatur, Beleuchtungsstarkeeial.

Vektorielle FeldgroRen sind z. B. elektrische und magnetische Feldstageymungsgeschwin-
digkeit.

Kraftfelder sind Vektorfelder, in denen z. B. eine elektristta®lung oder eine Masse eine Kraft
erfahrt.

Elektrodynamische Felder sind zeitlich veranderliche elektrische und magéte Felder, in denen
Induktionsvorgange stattfinden.

Feldlinien sind (gedachte) Linien dergestalt, dass die Vektater FeldgroRe ihre Tangenten sind.
Bekannte Beispiele sind: Stromlinien, elektrischd magnetische Feldlinien.

2 Vektorfunktionen

2.1 Schreibweise und Definition

Der deutschen Norm folgend werden die Zeichen faktdren kursiv und fett geschrieben, die
Zeichen fiir den Betrag von Vektoren werden kursisofprieben.

Fur die Beschreibung eines Vektarglurch seine kartesischen Komponenignv,, vz sind in der
Physik zwei Schreibweisen ublich, namlich mitteés &inheitsvektorer,, &, e; (auchi, j, k) der
benutzten Basis und durch Aufzahlung der durchKgimma getrennten Komponenten in Klammern
hinter dem Vektorsymbol:

v,e +v,e,+Vv.e; V(V, V, V).

Eine Funktion, bei der die abhangige Variable eakidr ist, heildt Vektorfunktion. Im einfachsten
Fall sind die (skalaren) Komponenten v,, vs des Vektorsy Funktionen einer einzigen skalaren
Variablenu, die oft auch als Parameter bezeichnet wird. (Bgoricht man von einer einparametrigen
Vektorfunktion). Dann ist

v=v(u)e + v,(Ue,+ v ye,

2.2 Ableitung einer Vektorfunktion

Analog zur Definition der Ableitung einer skalareanktion ist die Ableitung einer Vektorfunktion
v(u) definiert:
dv _ . Av_ . vu+Au)=v(u
—=lim — = lim ( ) ().
du Au-0AUy Au-o0 AU




Aus dieser Definition folgt als Erstes sofort, ddesAbleitung eines konstanten Vektors wegen
v(u+Au) =v(u)

gleich null ist. Ferner ergibt sich fur die Ableiw eines Vektorsv = f(u)c, der das Produkt einer
skalaren Funktiof(u) und eines konstanten Vektarsst:

d—Wzlim f (u+au)c— f(u)c:Iirn f(u+a u - f(t)C:d_fC
du Au-0 AU Bu-0 AU du

Fur den oben beschriebenen Vekurs folgt daraus wegen der Konstanz der Einheitsvektore

dv _dy, +dv2e +dv3e
- e T 3

du Eel du ° du

Die Ableitung des Vektorg(u) nachu ist die Summe dreier Vektoren und somit wiederimMektor.

Fur den »Ortsvektorrkeines PunkteB(x, vy, 3 gilt
r=0P=xe + ye,+ =,
wobeiO der Ursprung des Koordinatensystems ist.

Bewegt sich der Puni® im Raum und sind seine Koordinaten differenzieztfaunktionen der Zett
SO ist

r=r()=x(te+ye,+AQe,
und
dr _dx  dy  dz,
dt dt o dt 2T
Nun sind aber xdt, dy/dt und d/dt die Betrage der Geschwindigkeiten, mit denen diehProjek-
tionen des PunkteB auf die Achsen dort bewegen. Sie sind somit dadaskn Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors des Punkies

dx _ dy _ dz _

—=V,, , — =V,
dt dt ¥ dt

Daher ist
dr _
a_vxel+vye2+ Vze3
der Vektor der Geschwindigkeit véh also:
dr
— = V. 11
dt P ( )
Analog ergibt sich der Vektar der Beschleunigung des Punkies
ddr _ dr
 =——= : 1.2
Poodtdt  dt? (1-2)



2.3 Differentiationsregeln

Die Gesetze fur die Differentiation einparametriyf@ktorfunktionen gewinnt man durch Zerlegung
der Vektoren in ihre Komponenten. Diese sind skakunktionen, auf die man die einschlagigen
Regeln fir die Differentiation skalarer Funktioreamwendet. So ergeben sich:

1. Die Ableitung der Summe und Differenz zweier We&n:
dv . dw

d e —_—
m[v(u)iw(u)] = g0t ao

2. Weitere Differentiationsregeln:

i[f(u)v(u)] _df (u)v+ f(u)ﬂ f (u): skalare Funktior
du du du

a4 (viw) = ﬂm/ + VETM, Skalarprodukt-Regel

du du du

d d d
—(vxw) = Ny w+v x 2 . Vektorprodukt-Regel
du du

du

d dv df

—v|flu]|=——, Kettenregel

Svlfwl=— g
Beispiel:
Der Ortsvektor eines PunkteB sei

) h
[(¢)= pcosp &+ pSinp &+ 4 e; (1.3)

Wenn ¢ alle reellen Zahlenwerte annimmt, durchlauft denl® P eine Schraubenlinie mit dem
Radiusp und der Ganghohe

Die Ableitung dieser Vektorfunktion naghist der Vektor

dr : h
a5 =-psing e + pcoP e, to 8




Bewegt sich der Punig mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, dann ist

¢ =wt,
wobeit die Zeit ist. Dann ist nach Gleichung (1.1) des@wvindigkeitsvektov des Punktes
dr _dr d¢ _ dr . h
V=—"F2—"—F—Z=—@wW=—pwSsINn + 0w COSpP)e, +—we,,
und nach Gleichung (1.2) der Beschleunigungsvektor
dv .
i —pw’cos(g g — pw’” sin(g B,.

Fur diesen Vektor gilt
a’=a’= ,020)4[0052 @)+sin’@ )] =pw* unc
a=pw’.

Der Betrag der Beschleunigung ist also konstant.B2schleunigungsvektor ist auf die Zylinderachse
hin gerichtet und steht auf dieser senkrecht.

Ubung 2.1
1. Zeigen Sie, dass die Steigung der Kurve mitGlerchung (1.3) konstant ist.

2. Geben Sie die Bogenlangder Kurve als Funktion vog an. (Hinweis: Wenn man den Mantel des
Zylinders in eine Ebene abrollt, wird die Kurveaner Geraden.)

3. Stellen Sie den Vektorals Funktion der Bogenlangalar.

Ubung 2.2

1. Ersetzen Sie in Gleichung (1,3)durchpo ¢ = po @ t und identifizieren Sie die dadurch entste-
hende Kurve.

2. Berechnen Sieunda und die Steigung der Kurve.

3 Anwendungen auf die Differentialgeometrie der Ra  umkurven
3.1 Grundsatzliches tUber Raumkurven

3.1.1 Eine Gerade im Raum
Eine Gerade im Raum kann vektoriell beschrieberdemr

1. Durch einen PunlRy(Xo, Yo, Zo) durch den sie geht, und durch ihre Richtung. ®igederum wird
durch den »Richtungsvektow, v, Vi) beschrieben.

2. Durch zwei ihrer Punktd®( undP,) Dieser Fall kann auf den ersten zurtickgefuhrt emerihdem

man BP, =v setzt.

Siehe dazu auc¥ektoralgebra, 5.1.
Dann lautet die Gleichung des Ortsvektoeines PunkteB auf der Geraden zum Beispiel:



r=ry+Av —00 <A <00

Dabei istry der Ortsvektor des Punkté%. Die reelle Zahli heild3t Parameter. Die Komponen-
tendarstellung des Vektordautet dann

Fr=0o+Av)e +(Yo+A e, +(z+A e,

Die skalaren Komponenten des Vektorsind — bei vorgegebenepundv — dann lediglich Funktio-
nen voni:

X=x@A), y=yQA), z=z),
und daher ist auch

r=r(A).

Im Prinzip kdnnte auch die Variab¥eals Parameter dienen, wobei damay(x), z = z(x) undr =r(X)
Funktionen vorx waren. Es gibt aber Kurven (z. B. die oben bestleme Schraubenlinie), bei der
undz nicht in eindeutiger Weise vonabhangen. Dann ist die »Parameterdarstellung©dssektors
r eine bequeme und eindeutige Methode zur Beschrgibimer Raumkurve. Der Parameter kann
dabei ein Winkel sein (siehe Schraubenlinie) odmra- z. B. bei Bewegungsvorgangen — die Zeit,
aber auch irgendeine andere Grol3e, die nicht immm@ittelbar anschaulich sein muss.

3.1.2 Die Bogenlange einer Raumkurve

Es leuchtet unmittelbar ein, dass ein TeilstliclkeeRaumkurve (z. B. ein Stick der Mittellinie einer
Stral3e) zwischen zwei ihrer PunkRy (indP.,) eine gewisse Lange hat, die praktisch auch migei
Genauigkeit gemessen werden kann. Aber wie karsedie genannte Bogenlange mathematisch defi-
niert und bestimmt werden, wenn die Raumkurve duBch ihre Parameterdarstellung gegeben ist?

Zur Losung dieser Aufgabe denken wir uns die Kumweschen den Punktd?, undP,in eine Anzahl
n ungefahr gleicher Teile zerlegt, die von 1 ddurchnummeriert werden, und betrachten einesdiese
Teilstlicke (z. B. daste) :

0

Der Sekantenvektor zwischen den Punkten, die déstdak begrenzen, ist dann



Der BetragAr; dieses Vektors ist gleich der Lange der Raumdidgongines Quaders mit den Kan-
tenlangemx;, Ay;, Az, und somit

A, = (%) +(8y ) + (A7),

Da die Sekante die kiirzeste Verbindung der beidetptinkte ist, muss die tatsachliche Bogenlange
As grol3er oder mindestens gleigh-sein. Entsprechend gilt fir die gesuchte Lasgeles Kurven-

stiicks zwischef; undP:
n
s.=RR=z E Ar.
1

VergrolRert man nun die Anzamder Teilsticke unbeschréankt, wobei alle gegen null gehen sollen,
dann wird die rechts stehende Summe immer grol&grei sie sich dabei einem Grenzwert, so muss
dieser die gesuchte Bogenlange sein:

Darin ist d das so genannfaifferential des Betragesdes Ortsvektors, fir das gilt:

dr = (o)’ +(dy)’ +(cz)”
Wird eine Raumkurve durch die Parameterdarsteliung(l), y = y(1), z = 42) beschrieben, dann ist

dx=—adA, dy:ﬂd?\, dz:d—Z QA
dA dA dA

o-{&)-(2){] »

Damit ergibt sich fur die Bogenldnge des Kurvenissiic

S LORERER

Beispiel: Fur die Schraubenlinie mit der Parameterdarstellung

und




X=rsing

y =rcosg
z=h/2mr

ist die Bogenlange der Kurve zwischer 0 undp = 2n

[P S O P R P P e e
s=j\/r sin@+r co§¢+4]72 a¢=-“ s @=.r to r=/( 2r)* +h

3.2 Tangente, Tangentenvektor, Tangenteneinheitsve  ktor einer Raumkurve

Durchlauft ein PunkP in Abhangigkeit von der Zeit eine Raumkurve, so ist sein Ortsvekt@ine
Vektorfunktion der Zeit:r = r(7).(Um Verwechslung und Verwirrung zu vermeiden, wats
Formelzeichen fur die Zeit hier der griechische l&iabe r verwendet.) Die Komponentendar-
stellungen der Vektoren v unda sind

rM=xMe+y[e,+A1)e,
dr _dx_ dy dz

= =—e+—2e,+—e,
v(v) dt_dt ot dr o dre
d*x dy dz
= + + ,
et e e ®

Wir definieren nun: Di&Kurventangente im PunktP der Raumkurve ist die Gerade duighwelche
dieselbe Richtung hat wier Geschwindigkeitsvektor i, also wie der Vektove = (dr/dz)e.

Der Vektor mit dem Betrag 1 und mit der Richtung Berventangente in einem Punkt der Kurve
heil3tTangenteneinheitsvektor .

Fur den Tangenteneinheitsvektagilt demnach
dr
(=V_dr
v dr
dr
Wenn die unabhéngige Variable nicht die Zeit ishdern eine beliebige, in irgendeiner Weise von
der Zeit abhéngige Variable(insbesondere wie oben ein Winkebder die Bogenlangeder Kurve
von einem beliebig gewéhlten Anfangspunkt bis zumkeP), dann ist
dr _dr dr __ dr

E—EE —VE= k(U)V.

Dabei ist @/du ein skalarer (von u abhangiger) Faktok(u), der die Richtung des Produkt-Vektors
k(u)v nicht beeinflusst. Also hat auch der Vektofdd die Richtung vorv und damit die Richtung der
Tangente. Folglich gilt allgemein fiir=r(u):




t=—-= und v=vt.

Ubung 3.2

Berechnen Sie den Tangenteneinheitsvektor der Koniveler Gleichung (1.3) und der Kurve aus
Ubung 2.2.

3.3 Begleitendes Dreikant

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Vektatfan r(u) und ihre Ableitungen stetig sind. Dann
gibt es in jedem Punkt der Raumkurve genau eingérae, aber unendlich viele Tangentenebenen,
weil jede Ebene durch die Tangente die Kurve beérilihtter diesen Tangentenebenen gibt es eine mit
besonderen Eigenschaften, mit denen wir uns imdrolgn befassen werden.

Wir betrachten zuerst den Beschleunigungsvetiteines Punktes, der eine Raumkurve durchlauft.
Far ihn gilt (Gleichung (1.2))

a=dr =ﬂ=—d(vt)=ﬂt+vﬂ= aBt+v£. (1.4)
dt® dt drt dt dt dt

Dabei istag die Bahnbeschleunigung des Punktes. (Sie wird aleiangentialbeschleunigurag

bezeichnet.Bie bewirkt lediglich eine Anderung der Bahngescitigkeit (= Betrag der Geschwin-

digkeit) des Punktes, nicht aber eine Richtungsémde

Betrachten wir nun den letzten Term der Gleichung)( also den Vektortfiz. In der Literatur findet
man einen sehr einfachen und eleganten ,Beweislirdafass dieser Vektor auf der Tangente
senkrecht steht. Leider wird bei diesem Beweis Ktenregel (betreffend die Ableitung einer
indirekten Funktion) benutzt, und diese gilt niéint Funktionenf(v) von Vektoren. Ein stichhaltiger
Beweis ist folgender:

Dat ein Einheitsvektor ist, gilt fur seine Komponerdarstellung

t=cosa (i)g + co$ ¢ g, + coy (9,

wobei cosu , cosp, cosy seine voru abhangigen Richtungskosinus sind. Fir die Ablgituachu gilt

dt_ —sinud—a —sinB%e - Si ﬂe
du du > duz” S g
und fir das Skalarprodukt
tIZ-Id—t=—cosa sim da _ cof siB%— cqs sjnd—y
du du du du
Fir die Richtungskosinus gilt
cosa + cos$f+ coy=
und flr die Ableitung dieser Gleichung nach
2(—cosa simd—a— cog siﬁ%— cgs smd—y) =
du du du

10



Folglich ist das betrachtete Skalarprodukt gleichl,rund da im Allgemeinen keiner der beiden
Faktoren null ist, muss
dt

— 0Ot
dr

sein (siehe Vektoralgebra, Orthogonalitatsbedinjjung
Demnach beschreibt die Gleichung 1.4, namlich

d’r dt _ dv at
=—=at+v—=—1t+v—
dr dr dr dr
die Zerlegung des Vektoesin eine Komponente in Richtung der Tangente (Tatigikomponente)
und in eine dazu senkrechte Komponente, dit&Natsialkomponente bezeichnet wird. Der zut/diz
(oder allgemein der zu/du) gehdrige Einheitsvektor wird als d@auptnormalenvektor n der Kurve

im PunktP bezeichnet.

a

dt o dt
- dr _ du
n ‘dt E'

dr du

Der Hauptnormalenvektar weist in die Richtung, in die sich der Tangentéieeim PunktP dreht,
wéhrendP die Kurve durchlauft.

Zusammen mit spanntn eine Ebene auf, di8chmiegebene (auch Schmiegungsebene) genannt
wird, weil sich die Kurve gleichsam an diese Ebanschmiegt.

Wenn wir zwei Punkte der Kurve herausgreifen, didér Nahe des PunktBaund auf verschiedenen
Seiten von ihm liegen, so bestimmen diese Punktammen mitP eine Ebene. Diese Ebene
konvergiert zur Schmiegebene, wenn sich die belRierkte unbeschrénkt dem Pufkbahern.

Wir definieren nun noch einen dritten Einheitsvekipder auft undn senkrecht steht und mit ihnen
zusammen ein Rechtssystem bildet. Dieser VektdtB#iormalenvektor . Die drei Vektoren bilden
eine den PunkP begleitende Basis eines Koordinatensystems. 3 tegleitendes Dreibein oder
begleitendes Dreikant .

11



3.4 Krimmung und Krimmungskreis einer Raumkurve

Es ist nitzlich, sich zunachst die analogen Uberiggn und Begriffe bei einer ebenen Kurve zu
vergegenwartigen. Dort liegen alle Kurventangeritederselben Ebene, namlich in der Ebene der
Kurve. Andert sich die Richtung der Tangente (ihinkeél ) auf der Wegliange (Bogenlangsd um
den WertAa so ist die »mittlere Krimmundk, auf der Streckés wie folgt definiert:

_Aa
k”‘_As’

und dieKrimmung der Kurve im betrachteten Purikt

Unter demKriummungskreis der Kurve im PunkP versteht man den Kreis duréh der dieselbe
Steigung und dieselbe Krimmung hat wie die KurvePinDer Radiusp dieses Kreises heifdt
Krimmungsradius der Kurve inP.

Diese Definition tGibertragen wir nun auf eine Rauraku

Unter der mittleren Krimmung einer Kurve im Bereigh versteht man den aufs bezogenen
DrehwinkelAa der Tangente. Ihr Grenzwert flis gegen 0 heil3t Krimmurgder Kurve im PunkP.

Ein in der Schmiegebene gelegener Kreis dirahit derselben Steigung und derselben Kriimmung
wie die Raumkurve, heifltrimmungskreis der Kurve inP. Sein Radius heil3t Krimmungsradjus
der Kurve inP. Sein Mittelpunkt liegt auf der Hauptnormalen.

Fur einen zum Mittelpunktswinkélo. gehorigen Kreisbogens gilt

As=rAaq.

Daher ist die (konstante) Kriimmung eines Kreises

12



t(s)

t(s+As)

Wir heften nun die Tangenteneinheitsvektoren zwiadgtachbarter Kurvenpunkte an denselben Punkt:
Fir hinreichend kleine Winkéla ist

Aa = At
und zwar so, dass

Aa _

Jm = =1.

Daher ist die Krimmung der Kurve
As-0 AS As-0As |dS

Da der Vektor dds die Richtung des Hauptnormalen-Einheitsvektohat, ist

E= dr =kn=—1n
ds ds o0

(92 = (22 (2 22)

4 Integralrechnung mit Vektoren

Daraus ergibt sich fic

In Integralen kdnnen Vektoren sowohl als Integréaak ist die zu integrierende Funktion) als auch
als Differential bei dem Integranden auftreten.

1. Typ: Nur der Integrand ist ein Vektor

Ein typisches Beispiel ist das Zeitintegral der fkrdas in der Dynamik auftritt. (Dort ist es ein
bestimmtes Integral, es gentigt hier jedoch, unipest Integrale zu betrachten.)

13



[Fdt=[(Fe+Fe+Fe)dt=e[F,di+e,[F d+efF,d
Das Ergebnis ist also, wie zu erwarten, ein Vektor.

Anmerkung: Dass oben die Einheitsvektoegne;, e; wie skalare Gréf3en vor die Integrale gezogen
werden durfen, lasst sich wie folgt beweisen: Dasdralzeichen ist das Symbol fur den Grenzwert
einer Summe. Konstante Faktoren bei den Summaniterek ausgeklammert werden, auch wenn sie
(konstante) Vektoren sind.

2. Typ: Integrand und Differential sind Vektoren
Ein Beispiel dafur ist das Wegintegral der Kraftt dem die Arbeit berechnet wird.

[F @r =[(Fe+Fe,+Fg;)fdxe + dye,+ dze))
= [Fdx+[F dy+ [ F,dz.
DaF-dr ein Skalarprodukt ist, ist das Ergebnis des latisgerwartungsgemalfd auch ein Skalar.

Ein spezielles Beispiel hierfir ist
Ivl]iv=jvxdx+jvydy+j \4d2=%( g+ g+ §)+ Gi W C

Ein anderes interessantes Beispiel (unter Verwandias erst spater erklarten Operators ,Gradient"
(grad), dessen Bedeutung hier zu erkennen ist):

jgracU Od =J‘(a—liel +a—Ue2+%e3J|:( ke, + dye,+ de,)

ay
j"Ud LR jdu U+C.
ax ay 9z

Erlauterung: Der Integrand im vorletzten Integstldas vollstéandige Differentialdder Funktion
U=U(,Y, 3.

3. Typ: Nur das Differential ist ein Vektor
fudv=[U(dv.e+dve+dve)=efUdy+e,[Udy+ef Udy,

Das Ergebnis ist ein Vektor.

5 Losungen

Ubung 2.1

d¢
1. tang = dz h = konst.

Jdx) +(dy) J(—psm¢ow+(oco¢ @) 2p

14



— 2 42 iz_ ,, 1P
Z'S'Jp¢'+mf¢ '¢Jp'kmf'
3. 9= Sh=ks
27
Pt 4

r(s)= pcos( kge + p sin ks)eg% ke,

Ubung 2.2

Die entstehende Kurve ist (statt auf einen Kreiaggr) auf einen Kreiskegel aufgewickelt, dessen
Spitze inO liegt und dessen Achse dieAchse ist.

= pgcospe + p g sivpe,+--ge,,

VR T G o = g V= AACOSp g S B+ pw (S + 9 cop G+ we,
a=p,wf(-2sing—¢ cop g+ o, (2cog—¢ sip e, .
dz

tana = \/(dx)z " (dy)2 ,

_ h
dz=_dp,

dx=p,(cosp-¢ sip )& , g=p, (Sip+¢ cas W
(dx)* +(dyy = o/ (1+@°)(dp ¥,
h

211+ 4

tana =

15



Ubung 3.2

1. r=pcogpe+p sy e2+£7¢ e,

dr . h

%z—psmqﬁ e + pcosp e2+2—ﬂe3 ,

‘g; \/p Sin‘g + p* cos + r;f
=p,[sifg+ cosgp+—— h =p }_hz

amrp? 4P p?
dr : h
s SOETOP
=rar| N

d¢ 1+ 477 p*

2. r=pgcospe+pg sip e2+%1¢ o, ,

d _ _ h
_rz(po cosp = pp sing) & +(p, sip+p cop )e2+§Te3,

3; \/PO(CO@ p sip) + 92 ( s o
., N
=p°\/1+¢ “arg
dr | _ h
(= dg =(pOCOS¢_,Oo¢ sing) €, +(p, sip+pp cog )e2+27TeS_
dr ]
d¢ 1+4 4an
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