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Skalarfelder und Vektorfelder

1 Begriffe
Ein physikalisches Feld ist ein Teilgebiet des Rasinin dem jedem Punkt eine eindeutig bestimmte
skalare oder vektorielle physikalische GroRe (»f@ie«) zugeordnet ist.
Bei Skalarfeldern ist die FeldgréRdJ eine skalare Funktion des Ortsvektorgles betrachteten
PunktesP:

U=U(r)=U(xY, 2.
Beispiele fir skalare FeldgroR3en sind Druck und penatur in der Atmosphare, das Gravi-
tationspotential in der Umgebung einer Masse, daterfdal in der Umgebung eines elektrisch
geladenen Korpers, die Lautstarke in einem Schicllife
Bei Vektorfeldern ist die Feldgro3® eine Vektorfunktion von:

v=Vv(r) =v(XY, 2).
Beispiele fir vektorielle FeldgrofRen sind die dliskhe und die magnetische Feldstarke, die
Gravitationsfeldstarke, die Geschwindigkeit von &aand Flussigkeiten in Stromungen.

2 Beispiele: Das Feld einer elektrischen Ladung un  d das Feld einer Masse

Die elektrische Feldstarke im Feld einer elektrischen Kugelladu)y deren Mittelpunkt sich if©
befindet, ist

Q

ArE 1’

E=E(r)= r.

FurQ > 0 istE radial nach auf3en gerichtet, fg< O radial nach innen.

Die Gravitationsfeldstarke im Feld einer kugelfégam Masse m mit dem Mittelpun&tist

m - -
g=g9g(r)= —GFr G: Gravitationskonstan

Die Feldstérke ist hier radial nach innen gerichtet

3 Das Potential eines Vektorfeldes

Das Potentialp eines PunkteP in einem beliebigen elektrischen Feld oder eineamEationsfeld ist
definiert als die ladungsbezogene Arlit] bzw. die massebezogene Arba#im*, die aufzuwenden
ist, um die Ladungy bzw. die Massen* aus unendlicher Entfernung zu dem PuRktu bringen.
(Anmerkung: Ein Punkt eines Feldes besitzt nur deinndefiniertes Potential, wenn die Arbeit vom
Weg unabhangig ist, auf dem die Ladung bzw. dieddasachP gebracht wird. — Dieses Problem
wird spater noch genauer untersucht.) Also:

_ w w
Potential  =— bzw—.
q m*

Aus der Definition folgt sofort, dass das PotenitialFeld einer positiven elektrischen Ladung tbleral
positiv, im Feld einer negativen Ladung und einexskt Uberall negativ ist. Fir die aufzuwendende
Arbeit gilt:



W=de=jF [dis.

Da in beiden Feldern die Arbeit vom gewahlten Weghh&ngig ist, denken wir uns die Laduyg 0
bzw. die Massen* von aufRen radial nach innen bewegt, wobei danntKuald Wegvektor gleich-
oder entgegengesetzt gerichtet sind. Dann wird

dW = +F ds.

Fur das elektrische Feld einer positiven Ladung dg@s positive Vorzeichen, fir das Feld einer
negativen Ladung und das Gravitationsfeld das negdDer Betrag der aufzuwendenden Kifist
gleich dem Betrag ddteldkraft

qQ

ArEr’’

Feld —

bei der Integration ist jedoch zu beriicksichtiggassr abnimmt, wenrs zunimmt, es ist alsord= —
ds. So ergibt sich

e o r
w=9Q fds__aQ ﬂ_qQ_w __aQ

_47E0wr2 4m:owr2_4morm AE .,

und
W Q
¢P =— = .
q A4rE,r,
Fur das Gravitationsfeld findet man analog
- m m
W=-G und ¢, =-G—.
I, I,

Furr = konst. ist auclp = konst. Die Punkte gleichen Potentials liegeo alsf einer Kugelflache um
O. Diese so genanntewuipotentialflachen oderNiveauflachen dieser Felder sind Kugeln (siehe
Abbildung). Das elektrische Potential wird in V@it = Joule/Coulomb) gemessen, das Gravitations-
potential in Joule/Kilogramm.

Ein Feld, in dem jedem Punkt ein Potential zugeetdst, heiRPotentialfeld .
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Aquipotentialflachen einer positiven Kugelladung

4 Anstieg und Steigung einer skalaren Feldgrof3e

Wir begeben uns nun zu einem PuRkt, y, 2) eines Skalarfeldes mit der Feldgrd) und fragen
zunachst nach demnstieg AU der FeldgréRe auf der Streckes und dann nach demittleren
Steigung AU/As der FeldgroRRe auf derselben Strecke.

£

U+AU
E

X

Dazu berechnen wir zunachst die Steigung der FéRdgin Richtung der drei Koordinatenachsen.
Dafir liefert die Differentialrechnung:

ou AU ou AU ou AU

—=lim —, —=lim —, —=Ilim —.

0X 8x-0AX oy ay-0Ay 0z s2-0A7



Der Anstieg AU der FeldgroR&) langs einer Streckas = (AX, Ay, Az) ist dann — dies ist ebenfalls
ein Ergebnis der Differentialrechnung — fur hinheind kleineAx, Ay, Az

AU~a—UA +a—UAy+a—UA
0 X oy 0z

und diemittlere Steigung AU/As der Feldgrol3é) auf der Streckas
AU oU Ax ouU Ay oU Az

_— e

As axAs dy As azAs'

Die Quotienter\X/As, Ay/As, Az/As sind die Richtungskosinus des Vektas
AX Ay

— = Ccosa — = coy’ Az_ co
As " As " As 4

Sie sind die skalaren Komponenten des Einheitsvektaer dieselbe Richtung hat wis:
As
e=—=cosa g+ cofe,+ coge,
As
Damit wird

ouU ouU
——C0sq +— Ccoy3 +— cog
As 6x oy 0z

Daraus ergibt sich fiiks gegen null die Steigung der Feldgrd®eén PunktP in der Richtung\s, die
S0 genannt®ichtungsableitung der FunktionJ:
du _ im AU au dx ou dy ouU dz
ds 4s-0As  9x ds oy ds 3z ds
ouU

ouU ou
=——C0Sq +— cogB+— cog
0 X oy 0z

5 Richtungsableitung und Gradient einer skalaren F  eldgrdl3e

Der soeben gefundene Term fiur die Steigung dergk@fked U in der durch den Einheitsvektor
coSa € . COSf e, + oSy e3 beschriebenen Richtung kann interpretiert werderdas Skalarprodukt
der beiden Vektoren

_0u_ U U
ax oy ° dz °

und
e=cost e + cof| e, + CO¥ e,

Der Vektorv hat bemerkenswerte, fur die Untersuchung von Feldétzliche Eigenschaften, weshalb
er einen eigenen Namen erhalten hat: GradiefgradU). (»Gradient« ist ein aus einem lateinischen
Stamm abgeleitetes Kunstwort, das man etwa mitigi8igszeiger« tbersetzen kann.)

bef QU ouU ou
gradu = g+—e,+—e,.
0 X oy 0z




Damit gilt fur die Richtungsableitung der Feldgréa®e der Richtung des Einheitsvektors

e=cosoe + cofe, + coge,

du
d—=gradU (&= gradJ O(coa e + cdse,+ cqgse,
S
Die besonderen Eigenschaften des Vektors gradyeben sich aus folgender Uberlegung:

Das Skalarprodukt zweier Vektorerundw ist gleich dem Produkt ihrer Betrageundw und dem
Kosinus des Winkelg zwischen den beiden Vektoren:

v[W=VvwCOoD.

Bei gegebenen Betragemundw ist der Wert des Skalarprodukts maximal (namlighictp uv), wenno
= 0 ist. Die Richtungsableitung (= Steigung) deldgeReU ist also dann am groR3ten, wenn der
Vektor e (oder der Vektons) dieselbe Richtung wie der Vektor grdchat. Anders gesagt:

Der Vektor grad U weist in die Richtung, in der die FeldgroRe U die gré3te Steigung hat.

Steht dagegen der Vekterauf dem Vektor grad) senkrecht, dann istids = 0. Das bedeutet, der
Vektor e liegt in der Tangentialebene der Niveaufladhe= konstant des betrachteten Punkfes
Daraus folgt:

Der Vektor grad U steht auf der durch den Punkt P gehenden Niveauflache senkrecht.

Ferner: Der Maximalwert der Steigung (oder der Ringsableitung) ist der Maximalwert des obigen
Skalarprodukts:

(d_U) =|gradJ| el =| grad) |
ds /max

Das bedeutet:

Der Betrag des Vektors grad U ist gleich dem Maximalwert der Steigung der Feldgr  6Re im
betrachteten Punkt.

Beispiel : Gesucht ist der Gradient des Potentiaésner elektrischen Kugelladui@
Fir das Potential gilt (siehe oben):

plr)= =

ATESN A X+ Y + 22

Die partiellen Ableitungen werden am einfachstechnder Kettenregel gebildet:

99 _dgor __ Q x .. 0@

ax dr ax__4nsor2\/x2+y2+22 e

X usw.

und so erhalt man schliel3lich

Q

ST =-E.
47,

gradqé:—4 Q xe +ye, +ze,)=-

3
TE

Entsprechend gilt fiir das Gravitationsfeld

gradp =-g



6 Rechengesetze fir Gradienten

Es seiend, U; und U, skalare Ortsfunktionen, urideine reelle Zahl. Dann gelten, wie man leicht
zeigen kann, folgende Rechengesetze:

gradk = 0,

grad kU )=k gradJ

grad U, +U,) = gradJ, + grad), ,
grad U,U, )= (gradJ, Y, +U (gradl ,
gradU" =nU"™ gradJ |,

dfU)
radf =———~gradJ .
g U) U g

7 Vektorfeld und Potentialfeld

In der Theoretischen Physik wird gezeigt, dasseolejn Potentialfeld der Feldvektergleich dem
negativen Gradienten des Potentiglast. Wir fragen nun, welche Bedingungen eine vektter
Feldfunktionv(r) erflllen muss, damit zu dem Vektorfeld ein Pdsdfeld mit der Feldfunktiong (r)
gehort, sodass

v =—gradd

oder

SRS

ist. Es muss dann sein:

v=-20 .90, __0¢
*ax Y 9oy 0z

Diese Forderung ist keineswegs selbstverstandldér drivial, dennv,, v, und v, kénnen im
Allgemeinen drei von einander vollig unabhéangigakionen sein.

Nach dem Satz von SCHWARZ gilt fur die 2. Ableitengeiner jeden Funktiog (%, y, z), wenn diese
an der betrachteten Stelle stetig sind:

o2 5[
ax)_ 9 _ \ay)_ 9% 8% _ 3% 9% _ 3%
dy dxdy 9x 0dydx dydz 0zdy 0zdx 0xdz

Das heildt: Bei der Bildung der zweiten partiellebleitung nach verschiedenen Variablen ist die
Reihenfolge der Ableitungen beliebig. Wenn algpwv,, v, die entsprechenden Ableitungen einer
Funktion ¢ sein sollen, dann muss gelten:

dv, _0v, 0v, dv, dv, av,
dy dx 9z a4y 9x 09z




Dann und nur dann istdx + v, dy + v, dz) das vollstandige Differentialgleiner Funktiong, und nur
dann kann daraus durch Integration eine Funkgidrestimmt werden, deren negativer Gradient der
Vektorv ist.

Spater wird sich zeigen, dass die oben beschrieBedimgung identisch ist mit der Forderung, dass
das Feld mit dem Feldvektamwirbelfrei ist, (d. h., dass Uberall rot= 0 ist.)

Beispiel : Fur die Feldstarke des elektrischen Feldes einemndiich langen, mit konstanter
Ladungsdichte geladenen Drahtes, der aufZd&chse liegt, gilt

1 +
E~— und E=k%=kw
P P X +y

wobei k ein Proportionalitéatsfaktor unghder (waagerechte) Entfernungsvektor des betrachtete
Punktes von def-Achse ist. Es ist demnach

X y
, E =Kk
X2+y2 y X2+y2
6Ex_k -2xy _OE,
ay (X2+y2)2 Ox

E =k

X

1 E=01

Die grundlegende Bedingung fiir die Existenz eirmefialfeldes ist damit erfillt. Ferner gilt

9 p=kt, Yo=Y Yoo

9 X X X+y? oy Y x2+y? dz °
Somit ist
X y
radg = -k -k e,=-E
g X2+y2el X2+y22

Das vollstandige Differential der gesuchten Furnkix, y) ist daher
09 X y

:ﬁdx+—dy=—k > > dx—k—; >
oXx oy X +y X" +y

dg
Die Integration liefert

¢=—Eln X2+ y? +C=kln;+c=klni+c.
y
2 X2+y2 p

Bei positiver Ladung des Drahteskst 0. Somit geht fliip — o« das Potential gegenc-und kann

nicht durch geeignete Wahl v@hgleich null gesetzt werden. Wohl aber kann fleribeliebigen
Punkt in endlicher Entfernung das Potential befjat@finiert werden. Zum Beispiel sei flgH= 1

der Zahlenwert des Potentials gleich 0. Dies istFddl fir C = 0. Dann geht das Potential fii— 0
gegerwo und flrr — o« gegen <.



Dieses seltsame Verhalten ist darin begrindet, logissinem Feld, dessen Feldstarke proportiomal 1/
ist, der Arbeitsaufwand fur die Bewegung einer lieglaus dem Unendlichen an irgendeinen Punkt
des Feldes stets unendlich ist.

8 Der Vektorgradient

Mit dem Gradienten grad kann das Differentialld einerskalaren OrtsfunktionU berechnet werden.

Es soll nun untersucht werden, ob eine zum Gragieahaloge Funktion auch fur ein Vektorfeld
definiert werden kann. Dazu berechnen wir mit Hilies Gradienten die Differentiale der skalaren
Komponentery,, v, v, des Vektors:

v, ov v,

dv, = (gradv, )dds = &k+— o+ d
, = (gradv, ) x 3y g e
dv. = (gradv. Yds= 2 &+ 2% g+ 9% 4
y = Ty, T ax oy 0z
dv, = (gradv, s =22 o+ 0V o+ 0V 4

0 X oy 0z

Damit ergibt sich das Differentiad
dv=dv,g +dv,e, + dv,e,=( dsOgrad, )e,+( ¢Ograd )e,+( sO grag)e,

Wir definieren nun dewektorgradienten des Vektorss (kurz: Vektorgradient, geschrieben grag
durch folgende Matrix:

(dv, dv, av,

o0xX 0X OX

grady =| 2% 9% 3V,
oy dy 0y

av, 0v, av,

0z 0z 0z

Dann ist nach den Regeln der Matrizenrechnung algesannte Vorprodukt aus dnd grads

ov ov ov
ds[yradv = L Kk+—d/+—= @
b [ax ay Yy 0z Jel

+ aVZdx+avz dy+avz dz |e,.
0X 0

Dies ist genau die gesuchte AnderungAlso gilt:

dv = ds[gradv

10



Beispiel 1
Ein Vektorfeld sei definiert durcia = r. (Man denke sich also an jeden PuRkt, y, 2) des Feldes
seinen Ortsvektor angeheftet.) Der Vektorgradiégeges Feldes ist dann

o0xX 0y 0z
X dx 09X
ox oy 0z
oy 0y 0V
o0xX 0y 0z
9z 9z 0z

gradv =

|

]
o O -
o +— O
= O O

Dann ist
1 00 1 0
dsgradv=cs| 0 1 Q=(c& ¢ d)| O 1 xe + yle,+ ze,=
0 01 0 01
Interpretation: Wenn man vom PunRtum die Strecke glim Feld voranschreitet, &ndert sich der
Ortsvektor um d

Wegen der Linearitat des vorletzten Terms ist auch

algradr =a.

Beispiel 2

Der Vektor der elektrischen Feldstarke im PUPl, y, z) des Feldes einer Punktladu@Qgdie sich im
Ursprung eines kartesischen Koordinatensystemadetfiist

Q

4,

r_c L
E—CF—F(xel+ye2+ze3) mit C=

Die Komponenten vok sind

_~ X Y —~Y
EX—CF, EV_CF’ EZ—CF,
woraus folgt
s ord
=X 3 2 2
6EX=C 0 X _of —x3err - 3X
9 X ré ro re
ar?
0E, = SCTy = —3cﬂ 0E, = —%E
ay re > 0z s’
aEy=_3 Xy aEy=Cr2—3y2 aEy_ yz
d X re’ ay >’ 9z rs’
0E XZ 0E yz 0E r? -3z
z=-3 ’ z=-3 2= Z —
9 X “r oy e 0z r°

Dann ist

11



(2
dE. = 0E 0E 0E

*ax oy 0z

Daraus ergibt sich schliel3lich

dE=( r3x dx - Scxydy 3: ct)el

(—30 XY ax+cl —Sy
r

dy—&:y—sz dz)ez

r —3z

(—3C—dX SCyZ dy+c

Xdx+—2dy+—=dz= = 5 o>< 3c—= oy 3c—ct usw.

dz)%.
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