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Die Divergenz eines Feldvektors

1 Vorbereitende Betrachtungen: Fluss, Schittung, Q  uelldichte
Gegeben sei ein »Stromungsfeld« mit dem Feldvel(oy, wobei v die Geschwindigkeit einer

Flissigkeit ist.
Stellen wir uns ein von einem Drahtrahmen umgrengteenes Flachenstiick vom GréRenweror,

das so in die Flussigkeit eintaucht, dass es aukaeichst als homogen angenommenen Stromung
senkrecht steht.
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Dann stromt in der Zeitspanné das FlissigkeitsvolumeiV = v-At durch den Rahmen. Der Quotient
aus diesem Volumen und der Zeitspanndeil3t der Flus® der Stromung (oder auch — nicht ganz
exakt, aber gebrauchlich — der Flgssles Feldvektors) durch das Flachenstlick:

AV VAtA
Fluss@ =~ = Y2 2 _\ A (1)
At At

Der Fluss hat demnach die Dimension Volumen/Z¢iirge3/Zeit.
Steht das Flachenstlck auf der Strémungsrichtuety senkrecht, dann ist

AV =v AtAcos) ,

wobei ¢ der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektound dem auf der Flache senkrecht

stehenden FlachenvektArist.
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Dann ist der Fluss durch das Flachenstiick
@ =vAcosp=VIA. (2)

wobeiv-Adas Skalarprodukt der VektorgmundA ist.



FarvitA ist @=VA, fur vt |Aist @=—VA. Im ersten Fall gilt

()]
vV=—,
A
und in einem inhomogenen Stromungsfeld im Pkt
AD do
Vv, = I|m : (3)
AA dA o

Ist schlielBlich das betrachtete Flachenstiick rnedden, oder ist das Stromungsfeld nicht homogen,
dann denken wir uns die Flache in hinreichend kldirilstiicke vom Grol3enweki zerlegt und den
FlachenvektorAA in der Mitte eines jeden Teilstlicks errichtet. efedieser Flachenvektoren wird
dann skalar mit dem Geschwindigkeitsvektor multiglit, der dem Fuf3punkt des Flachenvektors
zugeordnet ist. Fir den Flugsdurch die gesamte Flachegilt dann:

¢=Zvi DA.

Denkt man sich nun die Anzahl der Teilflachen umbegt wachsend, wobei allkA; gegen null
gehen, dann strebt diese Summe einem Grenzwentetcher der Fluss der Stromung (oder, wie man
etwas nachldssig sagt, der Fluss des Vekipdurch die Flaché ist und durch ein Flachenintegral
dargestellt wird:

= lim ZV DA = _[VIA (4)

Dieser Begriff des Flusses wird in der Physik aaghandere Vektorfelder Ubertragen, vor allem auf
elektrische und magnetische Felder. Dies mag zwsh&tivas befremden, aber man kann ja — als Hilfe
fur die Vorstellung — jeden beliebigen Feldvektlsr den Geschwindigkeitsvektor einer Flissigkeits-
strémung interpretieren. Man muss dann lediglioctmer wenn vom Fluss eines Feldvektors die Rede
ist, sich vergegenwartigen, dass damit eigentliehFluss einer »virtuellen FlUssigkeit« gemeint ist
deren Geschwindigkeitsvektor der betrachtete F&ldvast. Dazu das folgende Beispiel.

Der »Fluss des Feldvektors«
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des kugelsymmetrischen Feldes einer Punkt- odeelkadung mit dem Mittelpunkt i© durch eine
konzentrische Kugelflache mit dem RadRist

j A=—2 =2 (5)
4772 R’ £,

(Hinweis: Der Feldvektor steht tberall auf der Kltﬂgehe senkrecht.)

Also: WennE der Geschwindigkeitsvektor eines Stromungsfeldaseewbetriige der Fluss der Flis-

sigkeit durch jede zur Ladun@ konzentrische Kugelflach®/e,. Der Fluss ist der Ladung also

proportional, und fuQ = 0 ware aucl® = 0. Demnach kann man die Ladu@als die »Quelle« des

Feldes der virtuellen Flussigkeit betrachten. Rk 0 wéare auchd < 0. Dies wére so zu inter-

pretieren: Der Geschwindigkeitsvektor ist — wie Heddlinien des Feldes — nach innen gerichtet, die

»Stromung flieRt auf die Ladung zu und verschwindet dorte Degative Ladung ist die »Senke« (=

Gegenteil einer Quelle) des Feldes. Der Geschwkedtigyektor bildet mit den Flachennormalen der

Kugel Gberall den Winkel 180%yeshalb das SkalarproduktdA = —E dA ist.
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Das Ergebnisp = Qlg, gilt Gbrigens, wie sich zeigen lasst und was adtthaus plausibel ist, fur
jede beliebige, die Ladun@ umhullende Flache.

Zur Vereinfachung betrachten wir im Folgenden wiedimen »echten« Geschwindigkeitsvektor
eines Strémungsfeldes, jedoch gelten die Betragetunind ihre Ergebnisse fir jedes beliebige Vek-
torfeld und seimvirtuelles< Stromungsfeld.

Integriert man das SkalarproduktiA tber eine geschlossene Flache (»Hille«), so isBdé3enwert
des »Hullenintegrals« gleich dem Fluss (VolumertjZeier durch die Hille nach aufRen tritt. Dieser
muss gleich deschittung S (= Ergiebigkeit)aller innerhalb der Hille liegenden Quellen sein,
wobei die Senken einen negativen Beitrag zur Sgeh{tliefern:

pviA=s=3s.

Betrachten wir nun ein Raumgebiet vom Volum&W. Die Schittung aller Quellen in diesem
Raumgebiet seAS Der QuotienASAV ist dann die »mittlere Quelldichte« in diesem @¢bi

1
Mittlere QuelldichteA—S = —<j>v [HA.
AV AV

2 Die Divergenz eines Feldvektors

Lasst man nun die Hullflache auf einen Pupldchrumpfen und somitV gegen null gehen, so ist der
Grenzwert

. AS 1

lim — = lim —@@v@dA

AvVoo AV aAv-oAV
A
die Quelldichte des Feldvektors (eigentlich: deBtingsfeldes, dessen Geschwindigkeitsvektor
ist) in dem PunkP, auf den die Hulle geschrumpft ist. Sie wird als Divergenz des Vektors/ im

PunktP bezeichnet:

: . AS 1
(divv), = lim — = lim —@v@d A (6)
AV_-0AYV aAv-oAV
A
Zur Berechnung der Divergenz aus dem Feldvektoi(v, v, V,) betrachten wir einen Quader mit den
SeitenAx, Ay, Az, dessen Mittelpunkt der PuriRt(x, y, 2) ist.
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Die Flachennormalen auf den Seitenflachen sinddibeitsvektoren in Achsenrichtungj, k sowie
-i, 4, -k. (j und der dazu gehdrige Feldvektor sind nicht eingbpet.)
Die Flusse durch die einzelnen Seitenflachen sind:

A¢1 - | Ey(x_'_AX y,Z)A yA Z= (VX)(X+%, y,z) A yA Z,

A¢5=-”%kydﬂAyAz=—(th?ddAyAZme

Der gesamte Fluss® durch die Flachen des Quaders ist die Summe ausethis Flusseh@ (i =
2, ... 6). Er entspricht dem Wert des Hiillenintésgma der Definition der Divergenz. Von den sechs
Summanden lassen sich je zwei wie folgt zusammsafas

A¢1+A(D2=[(VX)X+ 3" (v )( ax ,)]AyAz

(W g (W,

Ax
Der Bruch auf der rechten Seite ist der »partiBiféerenzenquotient« der Funktion fir y = konst.
und z = konst. FUAxX gegen 0 wird daraus die partielle Ableitung wemachx. Zusammen mit den
tbrigen vier Summanden ergibt sich dann
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o0X 0y 0z

de=Hm—£— vid A= Iim
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und mitAX Ay Az= AV



av, 0v, av
+ +

divv=—=* £, (7)
o0x 0y 0z
3 Rechengesetze fur Divergenzen
divC =0, C : konstanter Vektor

divev=cdivv, c: reelle zahl
div(v+ w) =divv+div w,
div(Uv) =U divv+ viradd , U=U ky z'

div(vx w) = wliot v— vifot w

4 Beispiele:
1. Gegeben ein Vektorfeld mit dem Feldvekur) = r. Der Feldvektor ist also radial nach aul3en
gerichtet, seine Lange ist gleich der Lange desv@ktors des betreffenden Punktes. Dann ist:
. : ox a0 0z
divr =div(xe +ye,+ze) =22, 9,023
o0x 0y 0z

Wir verifizieren an diesem Beispiel den GAUSS-Imtdgatz: Die Ergiebigkeit der Quellen in einem
RaumgebieV ist gleich dem Fluss durch dessen Hullflaghe

_[divvdV=<_f>v|ZdA 8)
\ A

Der Fluss® des Feldvektory = r durch die Oberflache einer Kugel vom RadRsum O ist
@ = 47 R R= 47 R8. Die ErgiebigkeiS aller innerhalb der Kugel liegenden QuellenSst (divr) V
=3V=4n R

2. Es sew(r) =r/r. Der Feldvektor ist also radial nach aulR3en gesichimd hat die konstante Lange 1.
Dann ist:

dive =divi(xe +ye +ze),

r r
und
or or or
ox__ ox dy_ oy dz_ az
aXr r> 7 dyr r> ' dzr rz -’
Die partiellen Ableitungen berechnet man am eirgtaan durch implizite Ableitung aus:
or X
rP=x"+y’+z° = 2ror=2x0x = —=—,
ox r
ar |y or _z
dy r 9z r

Damit ergibt sich schlie3lich:



X2 +y2+22
Ir-—"F
T r 2
div—= > =—.
r r r

Kontrolle: Der Fluss des Vektors=r/r durch die Oberflache einer Kugel mit dem Radiu® ist
@, = AnR’ 0= 4R,
Das Volumen einer Kugelschale vom Radiusd der Dicke dist
dV =4m? o .
Die Ergiebigkeit der in der Kugelschale liegendareflen ist

: 2
dS=dVv Oivw=4mr* d—= 8mr d
r
Die ErgiebigkeitSder Quellen in einer Kugel vom RadiRsst dann
R

= mR =9, .

0

R r2
s=j8mdr=8n—
0

3. Dieses Beispiel ist von ganz anderer Natur i@vorangegangenen. Hier ist kein Feld vorgegeben,
dessen Eigenschaften untersucht werden sollen,esoreine physikalische Anordnung, ein sehr
langer, elektrisch geladener Leiter. Gesucht sstediektrische Feldstarke in der Umgebung des Isiter

Wir betrachten ein Leiterelement und eine Kreisscheibe mit Radidsim dieses Leiterelement. Die
im Leiterelement vorhandene elektrische LadungAsgidie lAngenbezogene Ladupgalso gleich
Ag/Al. Oben (Gleichung (5)) haben wir gesehen, dasyvaleriner Ladun@ erzeugte Flusg des
VektorskE gleichQ/e, ist.

Der von der Ladung\q erzeugte Flusa® des VektorsE verlasst die Kreisscheibe nur an deren
senkrechter Umrandung, welche die Flagide= 2tRAIl hat. Da der Fluss auf der Umrandung stets
senkrecht steht, ist der Betrag der Feldstarke andRgleich der Flussdichte dort (Gleichung (3)):

Ao Aq . p
" AA g27nRAl  2ER

DaE radial nach aufRen gerichtet ist, ist

E
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E= ST
27E,
Wir berechnen nun noch diy, die auRerhalb des Leiters tiberall null sein muss:
. . . r
divE =div P Sr = P div—,
27E 2re, I
und
or or
.\ r2—x2ra—+r2—y2ra—
. r . Xe X
div— =div— zyez = " y
r r r

2 _ Xevy
_2r Zr(xr+yr)_2r2_2rz_
= 7 = v =0.

5 Die Divergenz im Feld einer elektrischen Kugella  dung

Fur den Feldstarkevektor einer Kugellad@gom Radiusk mit dem Mittelpunkt inO gilt

r E r
E= Q?)r=:k—3 und vV i=—=— rzR.
4rE r kK r
Dann ist
o —xar2 9" s s
v, ax _r-=3x _or _X
= . = . mit — = —
0 X r r ox r
ov, _r’-3y* v, _r’-3z
oy r° ' 9z e
ov
divv = ov, +—L+ ov, =0.
ox 0y 0z

Das Feld ist aulRerhalb der Ladung quellenfrei: mistehen oder verschwinden im Raum keine
Feldlinien.

Nehmen wir nun an, die Ladung bestehe aus eineglikugiigen Raumladungswolke von konstanter
Raumladungsdichte = dQ/dt. Wir wenden nun auf diese Kugel (Volum&hund ihre Oberflach&
den GAUSS-Integralsatz an:

jdivv R\ =gSv[dA.
\Y A

Aus der konstanten Raumladungsdichte schlieRBemufieine konstante Quelldichte diyferner ist
an der Oberflache fip > O stetss 11 dA. Daraus folgt

(divv)v=i24nR2 und (divE)v=i4n=9 = dive=2=~
R EAY
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Da dieses Ergebnis (Ubrigens eine der MAXWELL-Gleiegen) vorR unabhéngig ist, gilt es auch
noch firR - 0, also auch fir Punktladungen.

Bei einer metallischen Kugel oder Hohlkugel befimdsich die Ladungen immer nur an der
Oberflache. Hier gilt fir den Flusg des Vektor€ durch die Kugeloberflache

Q

47E R

= & E=2ofr
EA &,
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®=EA= P - Flachenladungsdich

2

Da Q/& der gesamte von der Laduperzeugte Fluss ist, folgt daraus auch, dass imrineaer
Hohlkugel die Feldstarke null ist.



