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Anhang

In diesem Anhang werden zunachst die Beweise dagnazltaren Rechengesetze fir die Differen-
tialoperatoren Gradient, Divergenz und Rotatiorgefithrt. Dabei gehe ich auch auf die Anwendung
des Differentialoperators Nabla ein. Danach bewietselie Rechengesetze fiir die Kombinationen der

Differentialoperatoren. Dabei werden die Rechengeseler Analysis (skalarer Funktionen) als
bekannt vorausgesetzt.

Zur deutlichen und auffalligen Unterscheidung verde ich dabei fir skalare Ortsfunktionen die

Buchstabenf = f(x, vy, 2), g = g(X, ¥, 2) usw., flr vektorielle Ortsfunktionen die Bezeichgen
V=V(X Y, 2),w=w(,Y, 2 Usw.

1 Elementare Rechengesetze flr die Differentialope  ratoren

1.1 Gradient
o(f + o(f + a(f +
grad(f +9)= 20 *9 01+ o(T+g),
0 X oy 0z
(ot 09, (of (2g) (of o9}
oX 0X oy 0y dz 0z
of of of 0 0 0
= €+ , + e3+_ge1+_gez+_ge3
0 X oy 0z 0 X oy 0z
=gradf + grady ,
oder
a(f +g)=0f +0g.
o(f o(f o(f
gradi(f g)= 20 W 20 o)
0 X oy 0z
of 0 of 0 of 0
= — +f—g e+ —g+f—g e + —g+f—g €,
0 X 0 X oy oy 0z 0z
of of of 0 0 0
= gt+—e +—e, [g+f —ge1+—ge2+—ge3
0 X oy 0z 0 X oy 0z
=(gradf g+ f grady ,
oder

O(f ) = (Of )g + fOg.



,_0f" af" df"
+

radf " = e e + e
] ox =~ oy - dz °
of of of
=nf"——e+nf"—e,+nf"—e,
0 X oy 0z
| OF of of
=nf e +—e, +—e,
0 X oy 0z
=nf""gradf",
oder
Of"=nf"0Of".
1.2 Divergenz
d(v+
divy +w) =20, VW, a(vw),
0X oy 0z
ov, 0v, dv, ow, 0w, ow,
= + + + + +
=divv +divw
oder

Ov+w)=00+00w.

o(fv),  a(fv), a(fv), _a(fv) 3(fv) a(fv)

div(fv)=
of ov, Of ov, of v
= Vx+f X + Vv +f + Vz+f z
d X ax oy’ dy 0z 07
of 0f o0f 0 v 9
= e1+ ez+ e3 E(Vxel+vye2+vzeg)+f Vx + Y 4 VZ
= (gradf )lv + f diw
oder

O0fv) = Df v + £ (0 ),



div ey 2 205W, X, o(vxw),

X ay 0z
9 9
=— (VW -VW)+— (VW VW) +—(VW —VWw)
ox ’ Y oy 7 y y
ov ow, 0V ow
= yWZ+V Z—_ZW _VZ y
0X Y 9x ox ’ dx
v ow 0dv ow
+—W +V X ——Kw -y 2
oy oy 0dy ay
v, awy ov, ow,
+ W +V -——XW -V

az * “az 9z ’ Yoz

v, 0v, ov, 0dv, ov, v
- - el + T e2 - e3 wael + Wye2 + WZeS)
oy 0z 0z 0x ax dy

(ow aw, AW ow ow, dw
—-(ve +ve, tve)| | —=- e+ —-—= e+ AN
y oy oz 9z ax ax

ay
= (rotv) W — v [fotw

oder

Ovxw)=(0xv) v —vI{Oxw).

1.3 Rotation
€ e, e, e €, e, e, e, e,
_| 9 0 9 o o a|lo o o
I’O'[(V+W)= R _— . - + Jd 0
9 9y 9z | |dx dy 9z |9x dy 0z
(V ¥ W)X (V - W)y (V + W)z Vy vy v, W, W, W
=rotv + rotw
oder

Ox(v+w)=0xv+Oxw.



e1 eZ e3
rot(fv)s|— — —
(tv) ox 0 0z
fv
X y z
_(a(tv) _a(tv)). ,(a(tv) _a(1v,)
oy 0z : 0z d X
of ov, of av,
=l —v,+f -V, - )
oy oy 0z 0z
of ov. 0f ov
+—v +f—>-—v -f—=|e
0z dz O0X 0 X
of ov, of 0
+—v, +f—-—v —f % e,
0 X ox dy oy

of of

ov, 0dv, ov. adv v,
+ f f-— e+ r-—=le, + -
oy 0z 0z 0X 0 X
el eZ e3
of of of
= + f rotv
ox dy 0z
VooV, Y,

=(gradf )xv+ f rotv
oder

Ox(fv)=0f xv+ f(Oxv).

2 Zweifache Differentialoperationen

Durch Kombination von zwei DifferentialoperatoreGrédient,

bestimmte Kombinationen mdglich. Diese sind:

—V,-—V, e+ —V,——V, [e,+| —V ——V |
oy 0z 0z d X 0 X oy

Divergenz, Rotation) werden die
zweiten partiellen Ableitungen der betreffenden ktiom(en) gebildet. Wegen der Natur (Skalar oder
Vektor) und wegen der Anwendbarkeit (auf skalarakiionen oder auf Vektorfunktionen) sind nur



grad diw =0 O 0LV),

divgradf =0 00f ),
divrotv =00 x V),

rotgradf =[x grad
rotrotv =0 x (Oxv).

Wir untersuchen nun diese Kombinationen:

0 0 . 0 .
grad diw=0 0V )=— diw e +—divv e, +—divv e,
0 X oy 0z

v, 0V, v o, 0V, N
= *~ + + — |e +  + —+ — e,
ax* dyox 0zdx axdy oy° 0z0x

ov, 0, 9
+ x4+ + = |e,.
dxdz oydz 07

Weitere Vereinfachungen oder symbolische Abkirzargied nicht moglich.

Af

2 2 2
divgradf =0 [f Edi\{afel+afe +afe]—a f +a f +a f =

ax 1 ay 2 9z ) axt ay® 97°
A LAPLACE-Operator
Fur die Anwendung auf eine skalare Ortsfunktionagb ] [T1 = A.

ov ov
divrotv=0 0O xv)=div oV, oY% e+ oV, _ 9V, e,+ 9y V% e,
dy 0z 0z 0Xx ox dy
d (dv, Ov,) 09 (dv, dv,) 0 (0v, av
=— =\t == |t |70
ox\dy 0z) dy\0dz 0x) dz\ox 09y

Beweis durch Ausrechnen und Beachtung des SatzeS@HIWARZ, der besagt, dass bei Stetigkeit
der zweiten Ableitungen die Reihenfolge der Diffarationen beliebig ist.

Physikalisch besagt der Satz, dass jedes Rotatidngiiellenfrei ist.

Man sieht, dass in diesem Fall der symbolische Mekabla der Regel folgt, dass das Skalarprodukt
zweier aufeinander senkrechter Vektoren null ist.



el eZ e3

rotgradf =0x (Jf )= ro afe1+afe2+afe3 |9 9 9o
0 X oy 0z ox 0y 0z

of of of

ox 0y 0z

0°f 0°f 0°f 0°f 0 °f 0 °f
= - e+ - e,+ - e, =0.
dzdy 0yo0z 0xd0z 0z0X dyox 0x0y
Die Begriindung ist dieselbe wie oben (Satz von SQIRE).
Physikalisch besagt der Satz, dass jedes Gradfeltentationsfrei (wirbelfrei) ist.

& & €
rotrotv=[0x (Oxv)= roti i i
oXx 0y 0z
Vo oV, Y,
v, v, ov. v ov, v
:rOt Z -2 e1+ Xz e2+ Y X es
dy 0z 0z 0x ox ay
& ) 5
A
0 X ay 0z
ov, 0V, dv, dv, 0V, dv,
dy 0dz 0dz O0x O0x 0y

| 0 [9Y% _0v,|_0 [0V, 0v,
| dy\ 0x 0y ) 0z\ 0z 0X 4

o (av, ov,) a4 (dv, av )
e R e A R B I
dz\ay dz) ax{ax ay)|”

9o _ov)_a(av, ov]]
| dx\ dz dx) 0yl dy 0z _e3




€,

0%, 9%, od%, . %, o, 0%, 9%, 9%y,
= —~ —~ + + —~ —~ +
axdy 0y* 0z° 0x0z dyoz 0zZ° 0x* 0yox
(azvx 0%, %, azvy]
+ —~ —~ +

&

dzox 0x° 0y’ 0z0y

Dieser Vektor kann so umgeformt werden, dass daeaushusdruck wird, der sich spater in der
Elektrodynamik als sehr nitzlich erweist: Zu seif@mponenten werden jeweils drei TerdeB, C
addiert, die am Ende wieder subtrahiert werdenas®daraus die Differenz zweier Vektoren wird.
Der erste davon ist der Vektor grad divDer letzte Term ist der Vektor, der durch Anwemglales
LAPLACE-Operators auf den Vekterentsteht:
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= grad dive = (Av €4+ ﬂl.i‘yfg'l' Av ;).

Also ist
rotrotv = graddiw —Av  oder

Ox(Oxv) =0(0 ) - (0 M)v.



