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1.Teil

1. Einleitung

Die Funktionentheorie ist die Lehre von den Fumiio mit komplexen Variablen und somit eine
Erweiterung und Verallgemeinerung der Analysis. Betaprechend wird die Lehre von den
komplexen Zahlen hier vorausgesetzt. Wie die Analppeginnt auch die Funktionentheorie mit der
Untersuchung der Zahlenfolgen, hier also der Folgemplexer Zahlen.

Die Lehre von den Zahlenfolgen gehdort schon »imlIBee nicht gerade zu den unterhaltsamsten und
aufregendsten Gebieten der Mathematik, und daraerérsich auch nichts, wenn man sie auf
komplexe Zahlen ausdehnt. Aber erst durch die #tmohe Durchdringung der Zahlenfolgen ist eine
grindliche und sichere Grundlegung der AnalysisfféDential- und Integralrechnung) und der
Funktionentheorie (Analysis komplexer Funktionenjghich geworden. Auch haben dadurch die
Analysis und die Funktionentheorie erst die beliglie Scharfe und die Konsistenz der Beweis-
fuhrung gewonnen, die seit EUKLID fir die altereabete der Mathematik kennzeichnend sind und
als unerlasslich gelten.

Um den Umfang dieses Buches nicht zu grol3 werddasaen, habe ich schweren Herzens auf die
Beweise der Lehrséatze verzichtet, obwohl ich wddss dadurch ein Teil fehlt, der fur die Schulung

mathematischen Denkens unverzichtbar ist. Ich eswjgdoch, bei Interesse und entsprechender
Nachfrage die Beweise in einem Anhang zusammeniarste

Das Studium der komplexen Zahlen hat gezeigt, d&ss mit ihnen wie mit reellen Zahlen rechnen
kann. Dabei gibt es lediglich zwei Ausnahmen:

* Bei Potenzen mit irrationalen Exponenten gelterbegieannten Rechenregeln nicht, und

» die Kleiner/GroRRer-als-Relation kann nur auf dierBge
r =[]

der komplexen Zahlen angewendet werden.

Im Ubrigen aber gilt, dass es bei allen mit BudbetaroRen angestellten Berechnungen gleichgiiltig
ist, ob ein darin auftretender Buchstatmine reelle oder eine komplexe Zahl darstellt.

So gelten z. B. der binomische Lehrsatz, die Lelu®e den Determinanten und die Verfahren zur
Losung von Systemen linearer Gleichungen unveréiagdeh »im Komplexen.

Dies lasst vermuten, dass auch andere Gebiete dénelatik auf komplexe Zahlen ausgedehnt
werden konnen. Dass dies tatsachlich der Falist in diesem Buch zunéchst fur die unendlichen
Zahlenfolgen und Reihen gezeigt. Damit wird — wigh ®rweisen wird — der Mathematik ein neues
und Uberaus fruchtbares Gebiet erschlossen, dasvanggroRer praktischer Bedeutung ist.

Oft ist mit der Zulassung komplexer Zahlen auctearhebliche Vereinfachung und Abrundung der
Theorie verbunden. Beispiele dafiir sind die (numaschrankte Giltigkeit des Fundamentalsatzes
der Algebra und die Tatsache, dass das Wurzelziglwsnahmslos mdglich ist, wenn man das
Zahlensystem um die komplexen Zahlen erweitert.



SchlieZlich werden sich im Folgenden Uberrascheusammenhange zwischen wichtigen Zahlen (e
undn) sowie zwischen ganz unterschiedlichen Funktiarezgen.

2 Unendliche Zahlenfolgen mit komplexen Gliedern

2.1 Definition Zahlenfolge

Wenn durch irgendeine Vorschrift jeder natirlict&ahl 1, 2, 3, ... eine bestimmte Zahl 2, z, ...
zugeordnet ist, so bilden diese Zahlen eine (umgma)l Zahlenfolge.

Eine Zahlenfolge (kurz auch Folge genannt) wirdeli@met mit
(%, %,,...) oder (x,).

Beispiele fur komplexe Zahlenfolgen sind:

@)=[21, (@)=(as)). (2)=( 2

n n!
Eine Zahlenfolgez,) heilt beschrankt, wenn es eine positive Zajibt, sodass fir alle
z|< S

ist. Sheil3t dann eine Schranke fiir die Betrage der &iliddr Folge.

Zur Veranschaulichung einer Zahlenfolge kann dieudgehdrige Punktfolge in der komplexen Zah-
lenebene dienen.

2.2 Nullfolgen

2.2.1 Definition Nullfolge

Eine Zahlenfolge wie z. B.

5 o)

deren Glieder mit wachsender Numnmesich unbeschrankt der Null ndhern, heil3t eine fhlgk.
Doch was bedeutet »sich unbeschrénkt der Null m&?eiEs gibt einige sehr viel schlechtere
Beschreibungsweisen des damit gemeinten Sachwerhaliter nur eine bessere, die wirklich
aussagekraftig ist und sich durchgesetzt hat. Daaget:

Eine Zahlenfolgez) heil3t Nullfolge, wenn sich fur jede positive Zahinmer eine Zahh, angeben
lasst, sodass fir alle> ngy

|z:| < &€
ist.
Im obigen Beispiel ist
7=Y2
n )

und es ist stets



7z 3

—< &, wennn,>— ist
N, £

Diese Gleichung liefert fur jeden positiven Werthivo— und sei er noch so klein — eine Zaklvon
der an stets

|z <€

ist. Die zu den Zahlem, mit n > ng gehorigen Punkte der Zahlenebene liegen alle natiereiner »-
Umgebung von O, das heil3t, innerhalb eines Kreises@mit dem Radius.

2.2.2 Sétze Uber Nullfolgen

Es gelten im Wesentlichen die gleichen Satze wierdéélle Nullfolgen. Sie lassen sich mit etwas
»Epsilontik« leicht beweisen.

1. Jede Nullfolge ist eine beschrankte Zahlenfolge.

2. Ist @z,) eine Nullfolge undy) irgendeine beschrankte Zahlenfolge, so ist auetdige £\) mit
den Gliedern

Zln = yn |]Z'I
eine Nullfolge.

3. Es seif,) eine Nullfolge und4},) eine zu untersuchende Zahlenfolge. Ferner sdidgteichung

2| = KTz,
wobeiK eine bestimmte positive Zahl ist, fir afle- ny erfillt, dann ist aucte{)eine Nullfolge.

4. Sind &,) und ) zwei Nullfolgen, so sind auch die Folgen mit d&redern

z +Z und z02Z

Nullfolgen. Dafir sagt man kurz: Nullfolgen durfghedweise addiert, subtrahiert und multipliziert
werden.

2.2.3 Definition Konvergenz einer Zahlenfolge

Eine Zahlenfolge#,), zu der es eine Zafilvon der Art gibt, dass die Folg(ezn - c) eine Nullfolge ist,
heil3t konvergent mit dem Grenzwert (oder Limgdpiesen Sachverhalt beschreibt man auch so: Es
gehtz, gegend, wennn gegen unendlich geht, oder

z, — ¢ wenn (oder: fir)n - c oder limz < .

n-oo

Ersetzt man oben den Begriff »Nullfolge« durch desdefinition, so kann man auch sagen:
Eine Zahlenfolgez,) konvergiert geged, wenn man fir jede beliebig kleine positive Zakine Zahl
no angeben lasst, sodass fur abe ny

z,-¢|<€

ist.



2.2.4 Satze Uber konvergente Zahlenfolgen

1. Wenn eine Zahlenfolge gegen eine Zakbnvergiert, kann sie nicht gleichzeitig gegereeandere
Zahly konvergieren (Eindeutigkeit der Konvergenz).

2. Eine konvergente Zahlenfolge ist stets einelréskte Zahlenfolge.

3. Sind &, und €}) konvergente Folgen mit den Grenzwertebzw. ’, so sind auch die Folgen
(z, + ') und @, —z) konvergent mit den Grenzwertér ' bzw.{— . Also: Aus

Z, -¢und z, - ¢ folgt 2+ Z - ¢*¢'.
4. Unter den gleichen Voraussetzungen wie oberiegitier
7,2, - ¢,
und wenn aul3erdem altg, # 0 und{ # 0 sind, geht
Z, ¢

ZIn <.l
5. Jede durch Umordnen einer konvergenten Zahlenf@#geentstandene Zahlenfolge und jede
Teilfolge (') von @,) ist ebenfalls konvergent und hat denselben Grertzwie diese.

6. Eine Zahlenfolge z) werde in zwei Teilfolgen z{,) und €",) zerlegt. Wenn diese beiden
konvergent sind und denselben Grenzwdraben, so ist auch,] konvergent mit dem Grenzweit

7. Ist @,) eine konvergente Zahlenfolge mit dem GrenzwWearhd geht die Folgez(,) aus ihr durch
endlich viele Anderungen hervor, so ist auzh)(konvergent mit dem Grenzweit

2.2.5 Divergente Zahlenfolgen, Konvergenzkriterien

Jede Zahlenfolgez(), die nicht gegen einen bestimmten (endlichen)t\W&ponvergiert, heidt diver-
gent.
1. Eine Zahlenfolge

(z.)=(x+iw),

wobei ,) und {/,) reelle Zahlenfolgen sind, ist genau dann konvargeenn sowohlix,) als auchy)
konvergent sind. Dann ist

lim (z,) =lim () +ilim ('y,)

n- o n- oo n— oo

2. Eine Zahlenfolgez) ist genau dann konvergent, wenn sich fur jedénrsackleine positive Zalal
eine Zahlny angeben lasst, sodass

|z, - z|<¢

ist, wennnundn‘ > n, sind.



3 Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern

3.1 Allgemeines

Unter einer unendlichen Reihe versteht man — wiRé&allen — eine Summe mit unbeschrénkt vielen
Summanden, die nach einer bestimmten Vorschrifd(lBigsgesetz) berechnet wurden. Diese Sum-
manden sind jetzt komplexe Zahlen:

Zzn = %+ %+...+ ;+
n=1

Da eine Summe mit unbeschrankt vielen Summandeht rierechnet werden kann, ist dieser
Ausdruck zunachst unbestimmt. Zur Behebung dieskwigrigkeit wird der Begriff der Teilsumme
der unendlichen Reihe eingefuhrt. Die Teilsummend sier Reihe nach:

=%, $=2t 2 5 & A F 5 Z 3 3

Sodann wird die Folge der Teilsummen auf ihre Kogenaz hin untersucht und gegebenenfalls ihr
Grenzwert bestimmt. (Auf diese Weise wird das Reoblder Summation von unbeschrankt vielen
Summanden auf die Grenzwertbestimmung einer Zabinfzurickgefihrt.) Wenn die Folge der
Teilsummen

(s)=(s s )

gegen einen Grenzwef konvergiert, dann bezeichnet man die unendlichineRals konvergent,
anderenfalls als divergent. Im ersten Fall nennh dan GrenzwerS der Folge demWert der
unendlichen Reihe« und schreibt dies:

E z,=S

n=1

Eine unendliche Reihe komplexer Zahlen bestehteinsr unendlichen Reihe reeller Zahlen (den
Realteilen der Glieder der Reihe) und aus einendlizhen Reihe imaginarer Zahlen (den mit i
multiplizierten Imaginarteilen der Glieder):

Zzn :ZRezn+Z idm z,.
n=1 n=1 n

=1

Daher qilt: Eine Reihe mit komplexen Gliedern ishgu dann konvergent, wenn die aus den reellen
bzw. aus den imaginaren Teilen ihrer Glieder geltdd Reihen konvergent sind. Wenn die Werte der
beiden Teilreihers bzw.s'sind, hat die urspriingliche Reihe den W8r: st+i &.

Ein analoger Satz gilt fir debsolute Konvergenz einer Reihe mit komplexen Gliedern. (Eine Reihe
mit komplexen Gliedern heif3t absolut konvergentnmvauch die Reihe konvergiert, deren Glieder
gleich dem Betrag der entsprechenden Glieder dgriimglichen Reihe sind. — Die neue Reihe hat
lauter positive reelle Glieder.)



3.2 Komplexe Potenzreihen

Eine komplexe Potenzreihe ist eine Reihe von déer Ar

ian(z- 2 =a+ta(z g+ A 2§+,

wobei die Koeffizientena, sowie z und z, beliebige komplexe Zahlen sind. Dabei werden die
Koeffizientena, sowie die Zahl, als konstant angesehengagegen als variabel. Diese Reihe wird
auch als Potenzreihe in- z)) bezeichnet oder als Potenzreihe mit dem Mitteipan

Ob eine Potenzreihe (oder die Folge ihrer Teilsumnk@nvergiert, hangt einerseits von den Koef-
fizienten a,, andererseits im Allgemeinen auch voab. Ein Wert (oder ein Punkg) fir den die
Potenzreihe konvergiert, hei3t Konvergenzpunkt; \®iert, fir den sie divergiert, heil3t Divergenz-
punkt der Reihe. Es gibt Reihen, die tUberall (Fih.alle Wertez oder in jedem Punkt der Zahlen-
ebene) konvergieren und solche, die nirgends (aal¥grkonvergieren.

Fir jede Reihe der oben angegebenen Art, die widziall noch nirgends (aulRerz) konvergiert,
gibt es eine bestimmte positive Zatderart, dass die Reihe fir jedes$ir das

|z-z|<r
Absolut konvergiertfur jedesz, fur das

|z— ;)| > r
ist, divergiert.

Die den Zahlerz entsprechenden Punkte liegen innerhalb bzw. aalbedes Kreises um mit dem
Radiusr. Dieser Kreis heil3t dedonvergenzkreis der Reihe, sein Radius heKiinvergenzradius .

Fur die Punkte auf dem Rand des Konvergenzkreisdskgine allgemeinen Aussagen mdglich. Sie
erfordern von Fall zu Fall eine eigene Untersuchung

Der Wert einer Potenzreihe ist eine Funktion deridltdenz; ihr Definitionsbereich ist der Konver-
genzkreigder Reihe. Darliber mehr im 2. Teil.



2. Teil

1 Definitionen

1.1 Funktionen einer komplexen Variablen

Einer MengeM von komplexen Zahlem sei durch eine bestimmte Rechenvorsclirjét genau eine
komplexe Zahw zugeordnet. Dann bezeichnet man die Gnifdds eine Funktion der Grofzeund
schreibt dies:

w= f(2).

Die MengeM heif3t Definitionsbereicld der Funktionf(z). Die Menge aller Zahlen, welche die
»abhangige Variablew annimmt, wenn die »unabhangige Variabiealle Werte des Definitions-
bereichs durchlauft, heil3t WertebereWtder Funktion. Die Zahw, die durch die Funktion einer Zahl
z zugeordnet ist, heil3t der zgehdérige Funktionswer(z).

Es seif(z) eine Funktion vorz undw der Funktionswert vor alsow = f(z). Setzen wir
Zz=X+iyund w= u+ivy
so sindu undv reelle Funktionen der beiden reellen Variabtemdy:

Man nenntu den reellen ung den imaginéren Teil der Funktiéfz). (Der zweite Name ist nicht ganz
korrekt, denn der »imaginére Teil« ist ja eine leeElunktion — genauso wie der »Imaginarteil« einer
komplexen Zahl eine reelle Zahl ist. Aber diese Baskonventionen sind bequem und haben sich
daher durchgesetzt.)

Da wir es bei Funktionen einer komplexen Verandkdn mit vier Variablenx( y, u, ¥ zu tun haben,

ist eine bequeme Veranschaulichung, wie wir sie remllen Funktionen mit zwei oder auch drei
Variablen kennen, nicht méglich. Bei Funktionenegikomplexen Variablen sind die Funktionswerte
ebenfalls komplexe Zahlen, die sich als Punkte en WV-Ebene darstellen lassen. Diese Punkte
mussen dann auf irgendeine Weise mit den jeweitsigihorigen Punkten défY-Ebene verknipft
werden. Dies kann etwa dadurch geschehen, dasfimaine Anzahl von Kurven in detY-Ebene (z.

B. fUr die Geraden eines Gitternetzes) die dazuigdtd Bildkurven in detJV-Ebene konstruiert und
zusatzlich eine Auswahl einander entsprechendekt®umarkiert.

Beispiel:
w=f(2)=€=¢&"Y= é0¢= &cos yisin Y
Hier ist
u=¢€cosy, v= € siny unddaher G+ Y= & und ¥ (tany)

Die Geraderx = konst derxy-Ebene werden als Kreise mit dem Raditis elie uv-Ebene abgebildet,
und die Geraden = konst.als Gerade durch den Ursprung mit der Steigung



=3

I X

1.2 Grenzwert einer Funktion einer komplexen Variab  len

Wie bei den reellen Funktionen spielt auch hierBiegriff des Grenzwerts eine wichtige Rolle, und er
wird hier analog wie dort definiert:

Dem DefinitionsbereictD einer Funktionf(z) werde eine Zahlenfolgez,j entnommen, die dem
Grenzwert{ zustrebt und deren Glieder samtlich ibwerschieden seien. Wenn fir a | Iselche

Zahlenfolgen die Folgewg) der dazu gehdrigen Funktionswertg = f(z,) demselben Grenzweds
zustrebt, dann sagt man, es sei der Grenzwerf(gpfiir z gegen; gleichw, und schreibt dies:

imw=Ilim (2 =w
Z-¢ Z-¢

10



Dieser Sachverhalt kann auch so ausgedriickt werden:

Fur jede noch so kleine positive Zahhsst sich stets eine andere positive dadmhgeben, so dass flr
|z-¢|<d stets | f(2)-aw|<e ist. (21 D)
1.3 Stetigkeit einer Funktion
Eine Funktiorf(z) einer komplexen Veranderlichemst an der Stelle = ' stetig, wenn stets
lim f(2) = (¢)
Z-¢

ist. (»Stets« bedeutet hier: flr jeden beliebigeagWer Annaherung an den Wéit

Im

\\m
e

Anders ausgedrickt: An einer Stelle, an der diektom stetig ist, fallt der Grenzwert der Funktion
bei Annaherung an die Stelfestets mit dem Funktionswert an der Stéliisammen.

N

Re

Ist eine Funktion an jeder Stelle des DefinitionsihsD stetig, so sagt man, sie sei im ganzen
Definitionsbereich stetig.
Wie bei den reellen Funktionen gilt:

« Jedes Polynom einer komplexen Veranderlichieh in der ganzer-Ebene stetig.
« Eine rationale Funktion vonist Gberall dort stetig, wo sie definiert ist.

« Eine Funktiorf(2) = u(x, y) +iv(X, Y) ist genau an den Stellen stetig, an denen dilenee
Funktionenu undyv stetig sind.

11



2 Potenzreihen als Funktionen einer komplexen Varia  blen

Eine (komplexe) Potenzreihe (siehe 1. Teil)

ian(z- 2 =a+ta(z g+ d 2 &+

mit dem Mittelpunktz, und einem Konvergenzradius> O hat fur jeder Stelle im Innern ihres
Konvergenzkreises einen bestimmten Wert. Also wircch die Potenzreihe jedem Weiitm Innern

des Konvergenzkreises ein bestimmter Zahlenwerigeordnet. Genau dies ist aber das Kennzeichen
einer Funktion. Also definiert die Potenzreihe irmérn ihres Konvergenzkreises eine bestimmte
Funktionw = 1(2).

Von dieser Funktion sagt man, sie sei durch dieraeihe dargestellt oder (in besonderen Fallen) si
sei in die Potenzreihe entwickelt.

Die durch Potenzreihen dargestellten oder darstedtbFunktionen heil3emalytische Funktionen

Analytische Funktionen sind im Innern ihres Konrgkreises stetig und differenzierbar.

3 Polynomfunktionen einer komplexen Variablen
Eine Funktion, die durch einen Ausdruck der Form
p(d=a+agz g z+--+ A%

gegeben ist, heildt Polynomfunktion. Man kann Patyfumktionen auffassen als Potenzreihen, bei
denen nur endlich viele Koeffizienten von null \@rigden sind.

3.1 Der Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom

p(=a+az g z+--+ a%

dessen Grad > 1 ist, hat mindestens eine Nullstelle. Das haNnnn eine nattrliche Zahl ist und
ao, &, ..., a, beliebige komplexe Zahlen sind ung 1 ist, gibt es mindestens eine komplexe Zahl
fur die

p(6) =g +ac+ac +--+3g¢"=0
ist.

3.2 Zerlegung ganzer rationaler Funktionen in Linea  rfaktoren
Gegeben eine ganze rationale Funktigen Grades der komplexen Veranderlicken
f(@=pm9=3+az az+t+ pz &0, =nl

und es sei eine Nullstelle des Polynoms. Dann ist, wie mdohkezeigen kann, dieses Polynom
durch g —2z) ohne Rest teilbar. Die Division ergibt ein neetynomp,(2) von (h— 1). Grad, sodass

p(2=(z- 2)0H %

12



wobei der Koeffizient des hochsten Glied&swiederuma, ist.

Wennn > 1 ist, so istif — 1) > 0, und man kann apf wiederum den Fundamentalsatz anwenden,
wonach auch dieses Polynom mindestens eine Nidigtdiat, woraus folgt

p.=(z-2)0p( 3.
und so weiter. Schliel3lich erhalt man fir das umsgliche Polynom (und die ursprungliche ganze
rationale Funktion) die »Produktdarstellung«

p@=a(zg(z 2-( z 3

Also gilt: Jedes Polynom-ten Gradesr(> 1) kann als Produkt von Polynomen 1. Gradesog.
Linearfaktoren ) und des Koeffizienten, dargestellt werden.

Daraus folgt sofort, dass ein Polynawten Grades genan Nullstellen hat, die aber nicht alle
verschieden sein missen. Vielmehr kdnnen jeweilsrene der Nullstellen und damit jeweils mehrere
der Linearfaktoren gleich sein. Bezeichnen wirvhaeinander verschiedenen Nullstellen {it, ...,

¢« und die Haufigkeit ihres Auftretens der Reihe naoit vi, v,...v«, SO kdnnen wir die
Produktdarstellen des Polynoms so schreiben:

p(2) = q( z—cl)vl( z—cz)"z...( z—ck)vk.

3.3 Reelle Polynome einer komplexen Variablen

Ein Polynom einer komplexen Veréanderlichen, des¢smzffizientenay alle reell sind, wirckinreelles
Polynom genannt

Hat ein reelles Polynoip(z) eine nicht reelle Nullstelle
Z=x+iy y#0
so ist auch die zg konjugiert komplexe Zahl
z=x-iy
eine Nullstelle vorp(z). Dies kann so begriindet werden, dass beim Augtizikren der Linear-

faktoren die Entstehung eines nicht reellen Kogdfiten nur dann verhindert wird, wenn komplexe
Nullstellen paarweise konjugiert komplex auftreten.

Das reelle Polynomp(2) ist dann durch das reelle Polynom zweiten Grades

[z-(x+iw)][z(x-i Y]=(=z ¥+ ¥
ohne Rest teilbar. Der Quotient ist dann wiederimreelles Polynom, usw. Folglich gilt:

Jedes reelle Polynom einer Veranderlichen, dessad @6Rer als 1 ist, kann in ein Produkt reeller
Polynome ersten oder zweiten Grades zerlegt werden.

13



4 Rationale Funktionen einer komplexen Variablen

Es seinem(z) undq(z) zwei Polynome in z:

p(=gZ+q, 2 +-+azt a @0 no
a2=h 2"+ h, 7"+ + bz p bz0, mo

Dann ist

a(2)

eine Funktion, die auf3erhalb der (endlich vielenjlidtellen vonq(z) definiert ist. Eine solche
Funktion hei3trationale Funktion. Firn> m heil3t die Funktion unecht gebrochen, anderenfalis e
gebrochen.

Habenp(2) und q(2) einen LinearfaktorZ — z) oder mehrere gemeinsam, so kann der Bruch durch
diese Linearfaktoren gekirzt werden. Die entsteddfuhktiong(z) hat tGberall dieselben Werte wie
f(2), auBBer in den Nullstellezy, in denerf(z) im Gegensatz zg(z) nicht definiert ist.

Fur rationale Funktionen gelten folgende Satze:

1. Jede unecht gebrochene Funktion kann als Sunimee g@anzen und einer echt gebrochenen
rationalen Funktion dargestellt werden.

2. Jede echt gebrochene Funktion kann als Summengiich vielen Teilbriichen (Partialbriichen)
dargestellt werden.

3. Die Teilbruchzerlegung ist, abgesehen von dérdRéolge der Briche, nur aaine Weisendglich.

5 Transzendente Funktionen einer komplexen Variable n
5.1 Die Exponentialfunktion

Die Potenzreihe

n

X

n!’
n=0

worin x eine reelle Variable ist, ist bestandig konvergemd definiert daher eine fur alle Werte
stetige Funktion. In der Analysis wird gezeigt, slaliese Funktion mit der Exponentialfunktioh e
identisch ist. Sie wird nun dazu benutzt, die Exgraralfunktion fir komplexe Variable zu definieren.
Da eine Potenz mit komplexem Exponenten zunachisetei Bedeutung hat, durfte man diese ganz
beliebig definieren. Eine solche Definition soljedoch nicht willklrlich geschehen, sondern die
ZweckmaRigkeit und die Kontinuitat berticksichtigbas bedeutet in diesem Fall, dass die Definition
der Exponentialfunktion mit komplexem Exponentendén Sonderfall eines reellen Exponenten (der
ja auch eine komplexe Zahl ist) mit der Definitiim reelle Exponenten Ubereinstimmt und dass die
bisher glltigen Rechengesetze allenfalls erweitdrner nicht aulRer Kraft gesetzt werden. Diese (und
weitere Gesichtspunkte) bertcksichtigt folgendeimdigdn: Es ist
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Def 7 7 Z — 7

e = 1+—+ ..+ +...= -
1 2! k! n!

n=0

Zunachst erkennt man, dass die Definition fur dah, Hassz eine reelle Zahl ist, mit der eingangs
angegebenen Definition Gbereinstimmt. Ferner |&&s$t zeigen, dass das Additionstheorem fir die
Exponentialfunktion weiterhin gilt, d. h. es ist

e = & ®

Ferner wird verabredet, dass fur eine reelle Zajglten soll:

Fur eine reelle Zaht folgt aus der Definition

T /AT N

n! 1! 2! 3!
n=0
2 6
:]_—y_+£_i+_... +i(_y_i+_yr’—_y+—...j
2! 4! 6! 1 3t 51 7l
=cosy + isiny,
oder in der meist benutzten Form
€’ = cogp+ isip
Speziell folgt daraus
e =—j e =i &=-1 & =1

Setzt mare=x +i y, so ist
e’ =" = egle’= ¢&( cog+ isiy)
Aus dieser Gleichung kann der Wert vdrite jedesz berechnet werden.

In der trigonometrischen (oder goniometrischenni-geschrieben, ist
e’ =r(cosph+ isin)

Durch Vergleich der letzten beiden Gleichungentsdrgich dann

=e&=€, ¢=y= Inz

r=\e’

Nach den Potenzregeln ist

e”?" = 8™ und wegen & = " =
ist

ez+k277i - ez
wobeik irgendeine ganze (moglicherweise auch negativl) i8& Die Exponentialfunktion ist also
periodisch mit der Periodet2Daher folgt aus
e'=¢

dass
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u=v+ k2mr
ist.
5.2 Die trigonometrischen Funktionen

Analog zur Exponentialfunktion werden auch die Riorlen sinz und cos fir komplexe Argumente
zdurch die aus dem Reellen bekannten Potenzregfamedt:

Def 22 Z4
cosz=1I—+——+--
21 4l
bt 77
sinz = z——+—-—+
3! 5l
Ferner wird definiert
Pef Sinz
tanz = —— coszz (
cosz
und
bef cOSZ )
cotz=—— sinz# 0
sinz

Ahnliche Uberlegungen und Untersuchungen wie obeinder Exponentialfunktion bestatigen die
ZweckmaRigkeit dieser Definitionen. Insbesondesstl&ich aus den Definitionen herleiten:

Die Eulerschen Formeln gelten auch fir komplexdetah
€” = cosz+ isinz €’ = cog- isire

— 1 v A H—— 1 i Lz — I i -
cosz—z(é+e ) smz—z( €- é)‘_i( é- ez)
Die erste und die zweite Gleichung folgen ausRleimen der auftretenden Funktionen. Die dritte und
vierte Gleichung ergeben sich durch Addition bzubtgaktion der ersten beiden.
Auch die Additionstheoreme fir Sinus und Kosinukegefir komplexe Zahlew undz
sin(wt z) = sinwcoszt cosw sirz
cos(wt z) = coswlcoszF sinil sin

Ebenso gilt
sinz+ cos z= 1

Durch Anwendung des Additionstheorems aufzsinsin & + i y) erhalt man zunachst
sin(x+iy)=sinxkoq iy)+ cosxJsif i)

Ersetzt man dann cosy}iund sin (y) durch die entsprechenden Exponentialfunktionereivonan
z=0 +iy setzt, so ergibt sich

sin(xiiy):sian;—(é+ éy)i icoy%( & ‘eY)

und dann — unter Vorgriff auf die Hyperbelfunktiongsiehe nachstes Kapitel) —
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sin(x £ iy) = sinx(koshy+ icosd sinh)
und ebenso
cos(x + iy) = cosxOcoshyF isindd sinh

5.3 Die Hyperbelfunktionen

Ebenso wie bei den trigonometrischen Funktionendemrbei den Hyperbelfunktionen die Defini-
tionen einfach auf komplexe Argumente Ubertragen:

. Def eZ_e‘Z Def eZ+ éz
sinhz = > coshz =

(5.1)
Daraus folgt dann
sinhz:,—lsin(iz):— isinh(iz), coshz cos(z (5.2)
[

Uber die Reihenentwicklung der jeweils rechts stele@ trigonometrischen Funktionen ergeben sich
die bestandig konvergenten Potenzreihen

Sinhz:5+£+_f+... coshz= ]1-_2+_2+...
1 3! 5! 2! 4]
Aus (5.2) folgt insbesondere
sinh(2t)=1sint 2t 0, cosh@ § cos(122) (5.3)
[

Mit Hilfe der Definitionsgleichungen (5.1) kbnneiedddditionstheoreme bestatigt werden:

sinh(z + z) = sinhz coshz+ costg sinly
cosh(z + z) = coshz coslgt sinfz sing

Setzt man darig = z undz, = 2ui, so erhalt man mit Hilfe von (5.3) die Periodizgeigenschaften
sinh (z+ 2ti)= sinhz, cosh¢+ 2 i coshkz

und auf3erdem
costfz— sinAz= 1

5.4 Die Logarithmusfunktion

Es seizwieder eine von 0 verschiedene komplexe Zahl und
14=r, argz=¢.
Dann gilt fur die unendlich vielen Zahlen
w, =Inr+i(¢ +k2m), k ganzzahlig

aber auch nur fur diese
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ev\4< — énr+i(¢+k2n): - éw D@D'@kn =r iéZZ

Jede dieser Zahlen wy (aber auch nur diese) soll ein natirlicher Logarit  hmus von z genannt
und durch In z bezeichnet werden.

Jede von 0 verschiedene komplexe Zahiat demnach unendlich viele Logarithmen. Alle dies
Logarithmen stimmen im Realteil tberein; ihre Inmégteile unterscheiden sich nur um ganzzahlige
Vielfache von z. Die Bildpunkte dieser Zahlen in der komplexen |Bakbene liegen alle auf einer
Parallelen im Abstand t zur senkrechten Achsend haben den Abstana 2oneinander. Fir genau
einen dieser Punkte — er $&i genannt — gilt:

-Ti< Im(vv*)sn

Diese Zahlw* wird der Hauptwert In*¥ des natirlichen Logarithmus der Zahfenannt Fir die
anderen Werte gilt dann

Inz=In"z+ Kmi,  k ganzzahlic
Insbesondere ist
* - * . "-[. * - ‘,-[-
InN(-D)=mi, Ini==i, In(-i)=—=i
-3 i ()=
und bei geeigneter Wahl der Werte

In(zz)=In z+In z, In%zln Iz  #0, ZO.
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