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1 Differenzierbarkeit einer Funktion einer komplexen Variablen

Eine Funktionf einer komplexen Variablen sei in einem Geldetler Zahlenebene definiert, und es
seiz eine Stelle im Inneren dieses Gebietes. Wenn dtsrBnzenquotient

f(2)- f(z)
74
oder — was dasselbe ist — der Differenzenquotient

HZ*+29 wns 0
Az

furz - z

stets gegen denselben Wert konvergiert, dann bef$unktionf an der Stelle, differenzierbar. Der
Grenzwert heil3t Wert der Ableitung oder Wert dedbentialquotienten der Funktidran der Stelle
Z. Gebrauchlich sind dafir folgende Bezeichnungen

, df
f'(z) und (EL

Beispiel einer Funktion, bei der dies nicht der Fall ist:

f(2=|2"= %+ ¥

Hier ist

f(z+D =D ) +( YA Y undA ZA *xA

f(z+0A)— () _ X+2A %A ¥+ §+2 & ¥ Y- > 3
Az - Az
C2XAX+ (AP +2yA y+ (A Y
- AX+iAy

Im

Ax=0l  Ax=Ay

Ay=0

xﬂ Re

Fur Ax = 0 (Annéhrung langs der Vertikalen) ist



f(z+Az)— 3.2y _,,

AzﬂO |

fur Ay = 0 (Annaherung langs der Horizontalen) ist

mf@H82-13 _,
A2~0 Az

fur Ay = Ax (Annaherung langs der unter 45° geneigten Geraden)

im f(z+tA2- (9 _2x2y
£z-0 Az 1+i

Die drei Grenzwerte sind nur dann gleich, wenmy = 0 ist. Also ist die Funktion in keinem Punkt
aul3erO differenzierbar, und zwar i$(0) = 0

Ist die Funktiorf in einem Gebiet definiert und an jeder Stelle Gebietes differenzierbar (kurz: »in
diesem Gebiet differenzierbar«), dann ist auchAdlileitung der Funktion eine in diesem Gebiet defi-
nierte Funktion. Sie wird bezeichnet mit

f(2), df(z) %; oderEdeQ)

Jede in einem Punkg differenzierbare Funktion ist dort auch stetigerahicht jede dort stetige Funk-
tion ist auch differenzierbar (siehe unten).

2 Die Differentialgleichungen von Cauchy-Riemann

Es soll nun untersucht werden, unter welchen Bealiggn eine Funktion einer komplexen Variablen
differenzierbar ist.

Eine Funktionf(z) sei in einem Gebigb definiert und in einem Punig im Innern dieses Gebietes
differenzierbar. Es ist

z=x+iyund z= x+iYy.

Im Allgemeinen besteht die Funkti®{z) aus einem reellen Taillund einem imaginéren Teil
f(2)= f(x+iy = uti v= @ x y+i @ x)y

wobeiu undv reelle Funktionen vom und somit auch vor undy sind. AuRerdem seiemundv im
Punktz, nach beiden Variablen partiell differenzierbar.

Beispiel: f(2)=Z =(x+i y°= X— y+i2 Xy

u \

Wenn die Funktiori(z) an der Stellg, differenzierbar ist, so heil3t das, dass der Dafieenquotient

f(z+A2- 1(2)
Az




fur Az gegen 0 stets einem Grenzw@érzustrebt (konvergiert). Gemaf der Definition denkergenz
bedeutet dies, dass es fir jede (noch so kleirs)iyamreelle Zahb eine reelle Zahd gibt, sodass

|f(ZO+AZ)_ f( %)_G<6
Az

wird, wenn|AZ <e ist.

Wir bezeichnen nun die vofz abhangige, gegen 0 strebende (komplexe) Differsvizchen dem
Differenzenquotienten un@ mit A:
f(z+42- f(2)
Az

~-G=A (1)

und stellen aucA undG als komplexe Zahlen dar:
A=A+iA, A,A, reell
G=G+iG, G, G, reell
Setzen wir ferner
f(z)=w+iv und f(z+A 2=( y+a W+i( y+A Y,
so wird aus Gleichung (1):

[(uo+Au)+i(v0+A\ﬂ—( U +i \6)_
Az

(G +iG,)=A+iA,

Wir multiplizieren nun diese Gleichung mtiz = Ax + i Ay und trennen dann die Gleichung in Realteil
und Imaginarteil:

U +Au+i(v+AV) - y=i y=(A xiA y( GH G+A+H A)
Realteil:
Au=AxXG-AyG+A X\ -A W, (2)

Imaginarteil:
AV=AXG+A yG+AX\,+A W, (3)

Setzt man in (2Ay = 0, lasst also nur VeranderungerxiRichtung zu, und teilt dann duratx, so
erhalt man den partiellen Differenzenquotientenyférkonst.

Au
— =G +A,.
[ij_ '
y=Kkonst.

Fur Ax — 0 geht auci\; — 0, und man erhdlt die partielle Ableitung nach

ou
—=u, =G.
ax X Gl
Setzt man dagegen in (&% = 0, so erhalt man analog fliy — O die partielle Ableitung nach
ou _
@ = Uy - _GZ'

Entsprechend findet man aus (3)



ov ov
—_ V = , —_—
ox S ay ~’

Durch Vergleich der entsprechenden Gleichungenbermyesich dieDifferentialgleichungen von
Cauchy-Riemann:

U=V, u=-V

X y? X"

Sind die eingangs genannten Voraussetzungen nictinreinem Punki, sondern im ganzen Gebiet
G erfllt, so gelten diese Gleichungen auch im gar@zebiet.

Aus (1) folgt furAz — O:

df .

—=f(2=G=G+i G.

prm (2 G+i G
Setzt man fliG; und G, die oben ermittelten Werte in allen mdglichen Konaltionen ein, so erhalt
man firf (2) vier verschiedene Terme:

ﬂ =u +ivVv ﬂ :ux—i i = V- ﬂ = +|\{(
dz) 7 (dz), e dz), "~ W dz), ¥

Da die Funktioneru und v voneinander unabhangig sind, kdnnen sich vier \égdene Werte
ergeben, was bedeuten wirde, dass die betrachiekdidh nicht differenzierbar ware. Notwendige
Voraussetzung fur die Differenzierbarkeit der Fimkiim betrachteten Gebiet ist also die Gleichheit
dieser vier Werte. Sie sind aber genau dann gleiwemn die Differentialgleichungen von Cauchy-
Riemann erfillt sind. Das bedeutet, dass die Fankthu und v nicht unabhangig voneinander
gewahlt werden dirfen, weri(g) differenzierbar sein soll. Aber auch jede didseiden Funktionen
fur sich ist noch weiteren Bedingungen unterworfgavon handelt das nachste Kapitel.

3 Die Laplacesche Differentialgleichung

Wenn eine Funktiori(z) einer komplexen Veranderlichen in einem Geletinmal differenzierbar
ist, so ist sie — anders als bei Funktionen reéleranderlicher — dort auch ein zweites Mal
differenzierbar. (Der Beweis ist erst mit Hilfe dategralrechnung mdglich.) Aus der Existenz von
f'(2) in einem Gebiet folgt also die Existenz vidl{2) in diesem Gebiet, daraus wieder die Existenz
vonf " (2) usw. Also gilt:

Jede in einem Gebiet einmal differenzierbare Fonkginer komplexen Veranderlichen ist dort belie-
big oft differenzierbar.

Wir betrachten nun wieder eine in einem Gelidifferenzierbare Funktion
f(D=f(x+iyYy=uUxy+i ¢t xy

und nehmen an, dass @ sowohl die partiellen Ableitungen erster Ordnuigyauch alle partiellen
Ableitungen héherer Ordnung der Funktiona, y) und v(x, y) existieren (was durchaus nicht
selbstverstandlich ist, da es sich ja hier um Hankh reeller Verénderlicher handelt.). Dann erhalt
man aus den i geltenden Gleichungen

u=v, und u=-\,
durch nochmaliges patrtielles Differenzieren dieiGiengen

U,=V,, und u =-v,,



Da nach dem Satz von SCHWARZ

Vo™ Viy
ist, gilt
u,+u,,=0.
Analog findet man
Vi, tV,,= 0.

Es gilt daher der (noch nicht vollstandig bewie3eez:

Eine reelle Funktiom(x, y) kann nur dann deeelle oder der imaginare Teginer in einem Gebigb
differenzierbaren Funktiof(z) = f(x + i y) sein, wenru in G alle partiellen Ableitungen erster und
hoherer Ordnung besitzt und wenn dort Uberall

u.+u Ea_2u+a_2u:

R ) a
ist. Fir die Summe der zweiten partiellen Ableituszhreibt man auch kurAu, wobei A der
Laplacesche Operator ist. Die Gleichung

Au

0

_du d«
x> oy’
heil3t dieLaplacesche Differentialgleichung.

4 Differentiationsregeln

4.1 Potenzfunktionen

Bei der Potenzfunktion einer komplexen Variablen

f(2)=2=(x+iy) rpositiv ganzzahli

ist
f(z+A)=(z+D ¥ = 2+[:} 7'A -Z(gj Z(D ) z++(D )Y
und daher
AT _T(z+A9- f(z):(njz”‘ﬂ[nj 27N 7+ +(A Z)H
Az Az 1 2
und

f'(2)= limoi—f =nZ™
2-0 A7

Offensichtlich kann der Grenzwert berechnet werddme dass irgendwelche Annahmen dber den
Weg des Grenzgangs gemacht werden missen. Das téteddass der Grenzwert vom Weg
unabhangig ist. Folglich ist die Funktion in dengenz-Ebene differenzierbar.

Es fallt auf, dass bei der Berechnung der Ableitningends beriicksichtigt werden muss, dasie
komplexe Variable ist. Das bedeutet, dass aucliotienden Differentiationsregeln einfach von den
Funktionen reeller Variablen Gbernommen werden kénninsbesondere kdnnen Summen von
Potenzfunktionen gliedweise differenziert werderesDyilt im Inneren ihres Konvergenzkreises auch
fur Potenzreihen.



4.2 Potenzreihen

Hat die Potenzreihe

a0+aiz+%£+...+ @;+...: E ﬁ.nz
n=0
einen von null verschiedenen Konvergenzradius,tslit sie im Inneren ihres Konvergenzbereichs

eine Funktiorf(z) dar. Diese Funktion hat dort Ableitungen jededi@@mg, die durch gliedweise Dif-
ferentiation berechnet werden. Also ist

f'(z):inq 77, f'( 3:2 if rl) @'z’

f(k)(z):Zn(n—l)---(n— 1) a K.

und

Da
n(n=1)---(n- k+1)= k!(:j

ist, kann man dafir auch schreiben

00

F0(2) = klZ@ a 7

n=k
Ersetzt man hierinn(— B durchn und dementsprechermddurch (i + k), so ergibt sich die zum

Rechnen bequemere Formel:
—(k+n
f®(2=K E ( ) qu 2.

n=0
Hat eine Potenzreihe den Mittelpurzki(statt wie oben den Mittelpunkt 0), so ist
f@=a+a(z g+t Q2 J+-

Durch die Koordinatentransformatid@n= z — z, kann die Gleichung auf die oben angegebene Form
gebracht werden. Durch Riicktransformation ergith §iir diek-te Ableitung dann

F09(9) = k!Z[k; ”J aun( 2z 2)"

n=0

Potenzfunktionen und die durch Potenzreihen daethiest Funktionen sind also im Inneren ihres
Konvergenzbereichs regulére (oder analytische) framdn.

4.3 Exponentialfunktion, trigonometrische und hyperbolische Funktionen

Die Funktionen & sin z, cosz sinh z und coshz werden auch im Komplexen durch bestandig
konvergente Potenzreihen dargestellt. Sie sindrdahger ganzer-Ebene regulér (oder analytisch).
Durch gliedweise Differentiation der Potenzreihgwlét man

d€)_ d(sinz):COSZ dcog) - dsinz) . dcosh)

nk
dz dz dz dz



Weitere wichtige Ableitungen gewinnt man Uber dimKkeéhrfunktionen.

4.4 Umkehrfunktionen und die Ableitungen weiterer Funktionen

In einem GebietG sei eine regulare (und somit differenzierbare gietige) Funktionw = f(2)
definiert, und jeder zum Definitionsbereich der Kion gehdrige Funktionswert trete nur einmal auf.

Dann gibt es zu jedem auftretenden Funktionswagénau eine Zald derart, dass/ = f(2) ist. Somit
kann die Variable als eine Funktion der Variablenaufgefasst werden, wobei dawrdie unabhéan-
gige undz die abhangige Variable ist. Auch »Definitionsbehei und »Wertebereich« vertauschen
dann ihre Rollen.

Die so definierte Funktion= g(w) heil3t die Umkehrfunktion oder inverse Funktionaza f(2).

Der Differenzenquotient der inversen Funktion ist

Az 1
aw
und der Differentialquotient ist
d—gEg'(z):Iimi: ! = ! f(2#£0
dW AW_’O% Ilm A7VV fI(Z)
Aw-0 A7

Die Umkehrfunktiong(z) ist also in ihrem Definitionsbereich und fti(z) # 0 ebenfalls differen-
zierbar.

Unter Benutzung der Umkehrfunktion kdbnnen nun weiteunktionen differenziert werden.

Beispiel: Die Funktion
w=g'=e"V=¢¥&
ist flr —z <y <= in der ganzez-Ebene umkehrbar eindeutig. lhre Umkehrfunktion ist
z=In"w,

der »Hauptwert« des natirlichen Logarithmus. Wegen

dz_1_1_1
dw @@ w
ist
din'w) 1
dz w

Durch Vertauschung der Variablen ergibt sich dikctle Schreibweise

din"z) _1
dz z



5 Konforme Abbildung durch analytische Funktionen

Gegeben sei eine analytische Funkuon f(z) der komplexen Variablen=x + i y:
w=f(=uUx% yY+i ¢ XY,
wobei wie imme undv Funktionen der reellen Variablgrundy sind.

Nun durchlaufezin der z-Ebene eine Kurig die durch die Gleichung= g(x) beschrieben sei (z. B.
y = X9). Dann durchlauft die abhangige Variablein ihrer Ebene eine Kurvk', die beschrieben
werden kann durch die Gleichung

W =ul % o 9] +i ¥ x ¢ ¥.

Die KurveK' wird als das Bild oder als die Abbildung der Kukréezeichnet.

Die Steigung der Kurventangente in irgendeinem PBnkit z- = { der Kurvey =g(x) ist dann
I A\A T
tanT _Alxm(&l =g'¢)-

Dabei bedeutet der Indéxdass der Grenzwert an der Stelle zu bilden ist.
Die Steigung der Bildkurv&' im BildpunktP' von P (unter der Voraussetzung, dass der auftretende

Grenzwert existiert) ist
. (Av dv
tanw= Im| — | =| —
tu-0l Au ). \du),

Nun ist
ou ou
du=—dx+—dy=uy dx+ y d
Ox dy y=u yay
und
ov ov
dv=—dx+—dy=v dx+ v d
Ox dy Y=\ y ay
also ist



dy
vxdx+vy& yde vy d

wobei alle Ableitungen an der Stelle= ¢ zu bilden sind. Wegen der Giltigkeit der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen ist

u
_y
vxdx+vyg'_—q/+ ug ux+tanT
T A L
u

X

tanw=

Da dieser Quotient im Allgemeinen existiert, hat Siteigung der Bildkurve einen definierten Wert.
(Das Nullwerden des Nenners weist auf eine vegidangente hin.)

Nun kann — da der Tangens jeden beliebigen Weretanan kann — jederzeit ein Winkelso
bestimmt werden, dass

u
tang =~
uX
ist, wobei
T
-——<Qa <—
2 2
ist. Man kann dann schreiben
—tanry + tar
tanew=—o2 * AT _ (7~
1+tary tar

Die Differenzt —a kann zwischenzundx= liegen. Folglich ist

T —d, wenn —2<T—-0a <J
W=.T—a +T, wennT—0 <—3
T—a =T, wennT—0 >3
oder
w=r-a+kmr k=-10,1

wobeik so zu wahlen ist, dass

Vs Vs
——< W< —
2 2
ist. Wir betrachten nun eine weitere durch den PBrdehende Kurve, deren SteigundPigleich

tant; sei.Die Steigung ihrer Bildkurve im entsprechenden Biikt ist dann

tanw,= tar(7 - a)
und folglich
w=r—a+km k=-1,0,1

wobei flrk; (und fur die folgendek;) dasselbe gilt wie flk, unda den gleichen Wert wie oben haben
soll. Die beiden Tangenten der Bildebene bildemdaiteinander den Winkel

Aw=0 —w+K, 1= (T, + k) = (T—a+ ki) =1,- T+ kji=AT.

10



Das heildt, die Tangenten bilden in beiden Ebenengtigchen Winkel miteinander. Eine Abbildung
mit dieser Eigenschaft heil3t winkeltreu. Die bettate regulare Funktiow = f(2) erzeugt also eine
winkeltreue Abbildung von Teilen defEbene in diev-Ebene.

Betrachten wir nun ein DreiecRQR in der Ursprungsebene und seine Abbildi®iQ'R' . Die
Abbildungen der Dreiecksseiten sind im Allgemein&ht gerade, sondern gekrimmte Kurvenstlicke.
Die Winkel zwischen den Tangenten dieser Kurvedan drei Eckpunkten stimmen jedoch mit den
entsprechenden Dreieckswinkeln in détbene Uberein.

Je kleiner man das urspringliche Dreieck machttodesehr néhert sich seine Abbildung einem
Dreieck mit geraden Seiten an. Wegen der GleicldeitWinkel sind diese beiden Dreiecke ahnlich
und stimmen daher auch in den SeitenverhéaltnisBerein. Die winkeltreue Abbildung ist daher »im
Kleinen« auch mal3stabstreu. Eine solche Abbild@wi@tkonforme Abbildung.

Eine analytische Funktion erzeugt also eine kongo#hbildung.
Fur eine hinreichend kleine Strecke und ihre Abbildung\w gilt wegen
Aw=dw= f'({)dz= f'(()Az

Also ist der

AbbildungsmaBstaFAlv
Az

=|f 2
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