Die physikalische Rumpelkammer

10 Die »unendlich kleinen Gré3en« in der Physik

Die physikalische Literatur ist noch immer das Adgt aus der Mathematik schon lange vertriebenen
»unendlich kleinen« und »verschwindend kleinen« 38 Wahrend »verschwindend klein«
immerhin noch sinnvoll und sprachlich korrekt fefilen dem »unendlich klein« beide Eigenschaften.

Zeit also, fur diese geheimnisvollen Gré3en audteinPhysik einen Ersatz zu finden.

1 Differenzen und Differentiale

Die »geheimnisvollen GroRen« werden in der mathiscteen Analysis »Differentiale« genannt und
treten dort erstmals bei der Ableitung einer Funkf(x) auf. Diese Ableitung ist (unter bestimmten,
in der Physik praktisch immer gegebenen Vorausegem) wiederum eine Funktion von welche
f'(x) genannt wird und wie folgt definiert ist:

f(x+AX)— f(X —im A f(X
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f'(x) = IAixm

Die Funktionf'(x) und ihre Werte an bestimmten Stelbgrsind also definiert als Grenzwerte eines
Bruchs, dessen Zahler und Nenner gemeinsam gediestneben. Der Begriff »Grenzwert« ist in der
Analysis von fundamentaler Bedeutung. Dort wirdegglz dass der Wert eines Bruches sich durchaus
einem endlichen Wert, eben dem Grenzwert, nédhenm,kaenn Z&ahler und Nenner des Bruches
gegen null gehen.

Die beiden oben auftretenden identischen Briich@em®ifferenzenquotienten, weil im Zahler und
im Nenner Differenzen stehen: oben die DiffereneimwFunktionswerte, unten die Differenz zweier
Werte der Variablen.

Zur Vereinfachung der Schreibweise — also aus Bmtjckekeit — hat man in der Analysis folgende

Abkirzung eingefihrt:
df X Def )
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Die im Zé&hler und Nenner des linken Bruchs steher&anbole(!), die zundchst fur sich allein gar
keine Bedeutung haben, hei3Bifferentiale . Ihr Quotient heiRDifferentialquotient. ES sei noch-
mals betont, dass nur dieser Quotient eine (ihmdanch Definition zugewiesene) Bedeutung hat,
namlich die eines Grenzwerts eines anderen Quetient

Nun ist es aber méglich und sinnvoll, den Differalein d und & nachtraglich eine eigene Bedeutung
zuzuordnen. Betrachten wir ein Kurvenstick (blan)l ulie Sekante (rot) zwischen zwei Punkten
P(x, y) undQ(x+Ax, y + Ay). Fur den Tangens des Steigungswinkgelder Sekante gilt

Ay
tanp =—=
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Diese GroRRe wircsteigung der Sekante Rggnannt. Der Grenzwert, dem diese Grozeiiigegen
null zustrebt, heilBteigung der Kurvem PunktP:

tana = lim tang = Iimﬂz IimAf(X)sd f(x)sﬂ,
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Die Gerade durcRk mit der Steigung tao heil3tTangente der Kurvan PunktP.
Wegen

kann, wenn mardx = A xsetzt, ¢ als die Steigung der Tangente tber dem Intervak dx inter-

pretieren. Auf diese Weise erhalten die Differdetid und d/ eigenstandige, sinnvolle und nitzliche
Bedeutungen.

Ay
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Ax=dx

Fur hinreichend kleinesxajilt dann Naherung

Af=df =f'(x)dx= f'(X)Ax
Dabei wird die Kurve durch ihre Tangente angenah®es »hinreichend klein« bedeutet, wird durch
die verlangte Genauigkeit der Naherung bestimmt.

Das Differential & begegnet uns aber auch noch in einem ganz andesammenhang:

2 Das Riemannsche Flachenintegral

Hier geht es darum, den GréRenwata... der Flache zu bestimmen, die von der Kuyve f(X),

von derX-Achse und den in zwei Punkten déAchse errichteten Parallelen 2twAchse (Ordinaten)
begrenzt wird. (In der Physik stellen die Koordaerasehr oft andere GroRRen als Langen dar; dann
reprasentiert die Flachfeeine andere Grél3e.)
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Zur Ldsung dieser Aufgabe denkt man sich das latera, b> in n gleiche TeileAx zerlegt und
wahlt in jedem Intervall einen dort anzutreffend®ertf; (i = 1, 2, ...n) der Funktionf(x), der mit
der IntervallbreiteAx multipliziert wird. In der Analysis wird gezeigtdass die Summe all dieser

Produkte, also die Grofe
D f(x)dx
i=1

fir n — oo (und damitAx — 0) einem Grenzwert zustrebt, welcher gleich desugeten WerA ist:
n
A(a.b)= Iimz (DX
n- oo
i=1

Zur Vereinfachung wird der rechts stehende Grenzw@t einem eigenen Symbol bezeichnet,
welchesbestimmtes Integral  heil3t:

A(a..b):limi f(x)mezefj f( Q0 x )

Doch mit dem Beweis, dagsder Grenzwert einer Summe ist, und mit der Einfigreines neuen
Symbols fur diesen Grenzwert ist die Frage nochtrbeantwortet, wie dieser Grenzwert gefunden
und damit die Flache berechnet werden kann. Dassolgeschehen:

Es sely =f(x) der Graph einer im betrachteten Bereich stetigghmonoton steigenden oder
konstanten Funktiof(x).

fix) f(x+Ax)

AX

X

Der GroRenwerA der Flache unter der Kurve zwischen den Ordinatghundx ist eine Funktion
von x: A=A(X). FUr den GréRenweNA des Streifens mit der Breitex gilt

f(X)AX< AA< f(X+tAXNA X = K)}si—ﬁs fl A X

Fur Ax — 0 bleibtf(x) unveréandert, wahrend der mittlere und der recleten der rechts stehenden
Ungleichung (bzw. Gleichung) einem Grenzwert zustre
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woraus folgt

dA _
O f (%) (2)

Das bedeutet: Die Ableitung der gesuchten Flachmatifon A(X) ist gleich der Funktiori(x), und
folglich ist A(X) eine so genannte StammfunktiB(x) = Fo(x) + C von f(x), wobeiFy(x) die Stamm-
funktion ohne additive Konstante u@deine Konstante ist.

AX¥)=F(¥=FR(¥+C

Da die betrachtete Flache einen bestimmten Wertkiaain hier die Konstant€ nicht beliebig und
frei wahlbar sein. Zur Bestimmung v@hgehen wir wie folgt vor: Fix = 0 istA(x) = A(0) =F(0) =0,
woraus folgt

C=-K(0) und A(X)= K (x)- K(0)

Fir den GroRRenwert der Flache unter der Kurve 2wisaen Ordinaten in den Punkters aund x=
b mit b > a ergibt sich daraus zu

Ala..b)= Ab- A9= E(h- F(a
Der Vergleich mit Gleichung (1) ergibt

Aa.b)= [ (09dx= (B~ F(a.

Damit hat das bestimmte Integral die praktischeeBé&ahg einer Rechenvorschrift gewonnen. Sie
lautet: Man bestimme die StammfunktiBg(x) der Funktiorf(x) und bilde die Differen£y(b) — Fo(a).

Es bleibt noch die Aufgabe, die Stammfunktigyfx) zu finden. Dies ist die Aufgabe dbrtegral-
rechnung einem Teilgebiet der Analysis.

Aus Gleichung (2) folgt fur das Differential vén
dA= f(x)dx.

Die darin auftretenden Differentiale sind wiederkeme »unendlich kleinen Groé3en«, sondern haben
die im Abschnitt 1 erklarte Bedeutung. Fixr-é 0 geht auch Al — 0, ist dabei aber stef)-mal so
grof3 wie c.

3 Zwischenbilanz

1. Ein Differentialquotient ist zun&chst nur eim&pol und die Abkilrzung fir den Grenzwert eines
Differenzenquotienten.

2. Es ist mdglich, den Differentialen eine eigendige Bedeutung zu geben. (Siehe Abschnitt 1.)
Dabei sind sie endliche, nicht »verschwindend ldeimder gamunendlich kleine« GréfRen. In
dieser Bedeutung sind Differentiale wichtig fur émngsrechnungen. (Dabei wére es sinnlos, sie
»verschwinden« zu lassen.)



3. Daruber hinaus ist das Rechnen mit Differemialer sinnvoll
» bei Differentialquotienten, also bei Grenzwerten @ifferenzenquotienten,
» innerhalb von Integralen als Grenzwerten von Summen

* bei Umformungen von Differentialen, die in den unte und 2. genannten Zusammen-
hangen auftreten, z. B. bei der Substitution eMariablen. Darauf wird spater einge-
gangen.

4 Das unbestimmte Integral

Oben wurde gezeigt, dass im Riemannschen Flaclegnattdem Integralzeichen die Bedeutung einer
Rechenvorschrift zugeordnet wird, die verlangt, sdasinachst eine StammfunktioR(x) des
Integranderi(x) zu bestimmen ist. So lag es denn in der Analysis deren Aufgaben unter Anderem
die Bestimmung von Stammfunktionen gehort — nahie, Rechenvorschrift »Bestimme eine
Stammfunktion vorf(xX)« ebenfalls durch das Integralzeichen zu kennmeich- zum Unterschied
allerdings ohne Angabe unterer und oberer Grenzen:

Das Symbolj f (xX)d x bedeutet also die Aufgabe, eine Stammfunkiipr) des»Iintegranden(x)

Zu bestimmen. Ist sie gefunden, so ist (siehe oben)
[1e0dx=Fo9=R(y+c
Dieses Integral heif3t wegen der Unbestimmtheit@einbestimmtes Integral«.

Wegenccll—F = f(x) ist das Differential & = f ¥ )a und'[ : (x)dx:JdF =F.
X
: . : . ) , . dF
Wie erkennbar, igE(X) auch die »allgemeine Losung« der »D|fferent|ahjﬂang«d— = f(X).
X

5 Die Bogenlange einer Kurve

Das folgende Beispiel soll zeigen, wie eine Aufgabe der Geometrie mathematisch korrekt und
ohne Ruckgriff auf »unendlich kleine Gré3en« ged@gerden kann.

Wir betrachten zunéchst eine ebene Kurve, die diielsleichungy = f(X) beschrieben ist. Gesucht
ist die L&nge des Kurvenstiicks zwischen den Punkiard B.
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Wieder teilen wir das Intervata, b> in n gleiche TeileAx und ersetzen jedes Teilstick der Kurve
durch die Sekantas.

As Ay

Ax

In der Analysis wird gezeigt, dass fir die gesu@tgenlange gilt:

AB=tm > a5 =lm > (4]
i=1 i=1

Diese Grenzwerte kdnnen als bestimmte Integralehgiehen werden, wobei Differenzas, Ax, und
Ay; durch die entsprechenden Differentiale (ohne Irg)ieesetzt werden:

[\/(dx) +(dy’.

X=a

TN

AB=

>'—;w

In der Analysis wird auch gezeigt, dass elemenReehenoperationen mit Differentialen wie mit
algebraischen Zahlen (Platzhaltern fir reelle Zahbusgefihrt werden kénnen. So kann z. B. das
letzte Integral wie folgt umgeformt werden:

x=b b 2 b
dy 2
dx)” +(d sz 1+ — dx:I 1+ f'(x] dx
L\/( e =] 5 Q/ [ 6
Anmerkung: Aus der Definitionsgleichung des unbesiten Integrals folgt, dass

J.ds: s+ C

Damit ergibt sich
B
@:Ids: $i =s- 5
A
wobeis, undsg die von einem beliebigen Punkt aus gemessenemiBoggen sind. Das Differential
ds=4/(dX)’+(dy)’

ist somit auch das Differential der Bogenlange (nintht nur das der Sekante).

Bei einer Raumkurve ist das Differential der Bogegle analog dazu

ds=(dX)" +(dy)" +(d?".
Gibt es zu jedem Wert im Definitionsbereich genau einen Wgruind zu jedem Wertepaax, (})

genau einen Weg, ist folglichy = y(x) undz = ZXx, y), dann sind die Differentiale

02 gy 92 g0 2 Yy
oy 0 X 0 yd x

dy= dydx y'(x)dx und dz-a— - —
dx 0X
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und daher

2 2
ds= |1+ ﬂ + E+a_2d_y dx
dx o0x odydx
Ist die Raumkurve durch eine Parameterdarstell@sghrieben:

x=x(A), y=¥(), 2= 4)),
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ds

dann ist

Das Bogenlangen-Integral

AB

> Sy

ist das einfachste Beispiel eines »Linienintegradss im Allgemeinen so aussieht:

J%f(s)ds

wobei f(s) irgendeine Funktion vors ist. Ein Beispiel daflir ist das Arbeitsintegral.eiv eine
konstante Kraft vom Betralg tUber die (nicht notwendig gerade) Streslea einem Koérper wirkt und
die Kraft dabei immer die Richtung der Bewegung Hanhn verrichtet sie dabei die Arb®it=F s.
Verandert sich der Betrag der Kraft und der Winkaillen sie mit der Richtung der Bewegung bildet,
so ist das Differential der Kraft

dW = F(s)cosa (s)d:
und die auf der StreckgB verrichtete Arbeit
B
W5 :I F(9cosa (s)d¢
A
und in Vektorschreibweise
B
W, :IF(r)mr,
A

wobeir der Ortsvektor der Kurvenpunkte und gkin Differential und zugleich das Differential der
Bogenlénge ist.

Ein weiteres, im Detail ausgearbeitetes Beispisldar Physik findet sich isDer elektrische Strom —
Tell I« im Abschnitt »Das Gesetz von Biot-Savart«.



