Einfuhrung
in die
Theoretische Physik

2.Teil: Dynamik

Siegfried Petry

12. Januar 2013



Inhalt:

N -

Einleitung

Newtons Grundgesetze

2.1 Das Tragheitsgesetz

2.2 Kraft, Masse und Beschleunigung

2.3 Das Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung

3 Bewegungsgrol3e, Impuls und Kraftstol3

4 Arbeit, Energie und Leistung

0 N o o

9

4.1 Arbeit

4.2 Beschleunigungsarbeit

4.3 Exkurs: Verformungsarbeit

4.4 Energie

4.5 Leistung

Potentielle Energie, Potentialfelder

Zentralkrafte und Flachensatz

Gravitationsgesetz und Planetenbewegung

Relativ zueinander bewegte Bezugssysteme

8.1 Inertialsysteme

8.2 Die GALILEI-Transformationen

8.3 Gleichférmig linear beschleunigte Bezugssysteme

8.4 Gleichférmig rotierende Bezugssysteme

8.5 Anwendung auf die Erde als rotierendes Bezugssystem
8.5.1 Freier Fall
8.5.2 Horizontale Bewegung

Verwendung komplexer Zahlen bei rotierenden Bezugssystemen

10 Das FOUCAULTsche Pendel

O© O O 01 o0 N N N DN

W W W W wWNDNRRRRRRR R R
> 01 o A NN O O © © 01 A W W O O



Dynamik

1 Einleitung

Der Gegenstand der Dynamik ist die Bewegung vorpir unter der Wirkung einer Kraft. Dabei
gehort es zu den Grundaufgaben der Dynamik, demifBed(raft« und andere Begriffe zunachst
einmal zu definieren. (Zur axiomatischen Grundlaegdar Dynamik siehe auch den Artikel »Tragheit,
Masse, Krak auf dieser Website.) Hier beginne ich mit den aoagpnten Newtonschen Axiomen.

2 Newtons Grundgesetze der Mechanik
2.1 Das Tragheitsgesetz
Die wortgetreue Ubersetzung des lateinischen Caiggints von Newton lautet:

Erklarung 3. Die Materie besitzt das Vermogen zdenstehen; deshalb verharrt jeder
Korper, soweit es an ihm ist, in einem ZustandeRidre oder der gleichformigen
geradlinigen Bewegung. (Sir Isaac Newtons Mathesolé Principien der Naturlehre,
Berlin, 1872)

Heute wird das Gesetz so ausgedriickt:

Ein jeder aul3eren Einwirkung entzogener Korper verh  arrt in seinem Zustand der Ruhe oder der
gleichférmig geradlinigen Bewegung.

Dieses Gesetz wird auch als 1. Newtonsches Axiareiblenet, weil es kein beweisbares oder beob-
achtbares Gesetz ist, sondern eine geniale Extiol Es gibt namlich keinen Kdrper, der jeder

aufReren Einwirkung entzogen ist. Jeder Korper lietgrder Anziehung der Erde und anderer

Himmelskorper. Legt man einen Kdrper zur Kompensigr seines Gewichts auf eine Unterlage,
bekommt man es sofort mit der Reibungskraft zu &s,sei denn, man benutzt eine Luftkissen-
fahrbahn oder eine Magnetschwebebahn — aber sogrieKdrper sich bewegt, macht sich der

Luftwiderstand bemerkbar. Hangt man den Kérper degefrei an einem Seil auf, so ist seine

Gewichtskraft nur so lange ganz kompensiert, wigerau senkrecht hangt. Es ist also unmdglich,
auRere Einflisse auszuschalten. Daher ist es keimdé¥, dass die Naturphilosophen des Altertums
und die des Mittelalters — die von Reibungskraftéohts wussten — glaubten, ein sich selbst
Uberlassener Korper komme stets nach einiger ZeiRauhe. Erst Kepler und Galilei haben diesen
Irrtum durch das Studium der Bewegung von Himmeis&in (Planeten und Monden) Giberwunden.

2.2 Kraft, Masse und Beschleunigung
Definition: Die Ursache der Anderung des Bewegungszustandes kiirpers ist eine Kraft.

Im Original: Erklarung 4. Eine angebrachte Kraft ist das gegemee Korper ausgetbte
Bestreben, seinen Zustand zu andern, entweder eleRwuhe oder den der gleichférmigen
Bewegung.

Auch dies ist kein Gesetz, sondern die Definities 8egriffs »Kraft«.

Es hat sich gezeigt, dass das Phanomen, das keradhgt wird, auch noch andere Wirkungen haben
kann: Eine Kraft kann einen Kdrper verformen (pkadt oder elastisch), sie kann Reibungswiderstand
Uberwinden und sie kann einen Korper gegen die ¥Wigkseines Gewichts in der Schwebe halten
oder mit konstanter Geschwindigkeit nach oben beweBiese Wirkungen sind Gegenstand spaterer
Betrachtungen, sie sollten bis dahin jedoch nielmzgaus dem Auge verloren werden.



Experimentelle Befunde:

1. Eine konstante Kraft (erkennbar etwa durch @mnemer gleich stark gedehnte Schraubenfeder)
erzeugt an ein und demselben Korper eine konsBedehleunigung.

2. Die von einer konstanten Kraft erzeugte Besctitpring hangt von einer Eigenschaft des Korpers
ab, die wir seine »Masse« nennen. (Die charakisaistn Eigenschaften der Masse sind »Tragheit«
und »Schwere«.) Die Masseneinheit 1 Kilogramm witargestellt durch den Internationalen
Kilogrammprototyp. Dies ist die Definition der Madfkeeit fir die Masse. Neben dieser Definition der
Einheit sind bei jeder physikalischen GrdRRenarthndie Definition des Vielfachen sowie eine
Messvorschrift notig. Erstere lautet in diesem :Haih Korper, der durch die Vereinigung von zwei
Massen mit je 1 kg entsteht, hat die Masse 2 kg, A¢s Messvorschrift gilt die Verabredung, dass
Massen mittels einer Balkenwaage verglichen werBamit sind wir im Prinzip in der Lage, Korper
von beliebiger definierter Masse herzustellen, esvaginte Massensatze.

Mit Hilfe eines solchen Massensatzes kann man meiDer Betraga der Beschleunigung, die von
derselben Kraft an Korpern unterschiedlicher Mdssworgebracht wird, ist deren Masse umgekehrt
proportional:

aprop.% oder a=k% = am=Kk,

wobeik eine Proportionalitatskonstante ist.
3. Das Produkt ausundm ist proportional dem Betrag der beschleunigeriexit’:
am=kF.
Die Mal3einheit der Kraft (1 Newton) ist so defihjefass der Proportionalitatsfaktqrden Wert 1
annimmt. Dann gilt:
F=ma

Da die Beschleunigung immer die Richtung der widesn Kraft hat (Ausnahme: Bei hohen
Geschwindigkeiten sind wegen der Tragheit der Beatig Richtungen nicht immer gleich), gilt auch
fur die VektorerF unda:

F =ma. (1)
Diese Gleichung heif3t noch immer 2. Newtonschesxiobwohl sie inzwischen als Messvorschrift
fur Krafte dient und obwohl Newton sie nie so fofiar hat.

Aus der Definitionsgleichung der Kraft (»Kraftglhieng«) ergibt sich auch deren MaReinheit kefm/s
1 kg m/$ wird als 1 Newton (N) bezeichnet. Newton ist jene Kraft, die erforderlich ist, eime
Koérper von der Masse 1 kg die Beschleunigung voniizu erteilen.

Die »Kraftgleichung« kann in verschiedenen Formeschrieben werden.

1. In Vektorform:

2
F=ma-= ?t/:mg% (2)

! Dazu wird eine Definition des Vielfachen fiir eideaft benétigt. Siehe dazu wieder »Tréagheit, Masse
Kraft« auf dieser Website.



2. In Komponenten und kartesischen Koordinaten:

d*x d? o’z

S F=m, E=m—. @3)

dt dt dt

Dabei sind die zweiten Ableitungen der Ortskoortinanach der Zeit die Bahnbeschleunigungen in
Richtung der Koordinatenachsen.

F,=m

3. In ebenen Polarkoordinaten:

2 2
Radialkomponente: F=m d_l;— r(%j
dt dt

Transversalkomponentel;, =M 2ﬂ%+ rdz—f
dt dt  dt

(4)

Die in eckigen Klammern stehenden Terme sind didialaeschleunigung bzw. die Transversalbe-
schleunigung. Siehe den Artikel »Kinematik« aufséieWebsite unter »Beschleunigung«.

Bei bekannter Kraft und bekannter Masse kdnnenudadarch Integration die entsprechenden Bewe-
gungsgleichungen gewonnen werden.

Beispiel: Eine Rakete erfahre durch den Aussto3 von Matexah inten eine konstante Antriebs-
kraft vom Betrag~. Die Masse der Rakete ohne Brennstofinggidie Masse des Brennstoffs zur Zeit
t = 0 seimg, die Geschwindigkeit des Massenverlusts durch #iisder Verbrennungsgase sevdt

= k. Unter Vernachlassigung der Luftreibung soll diehBgeschwindigkeit der Rakete in
Abhangigkeit von der Zeit berechnet werden.

Ausa = F/mfolgt mit m=mg + mg —kt:
a=®- F g F g
dt  m,+m,— kt m+ m- kt
und
v(t):ILdt:EIn&+C.
m, + m, — kt k m+ m- kt
Fart = 0 ergibt sichC = v(0), also:

— T y0).

v(t):EIn
k  m,+m— kt

Der Brennstoff ist verbraucht, wernt = mg. Dann hat die Rakete ihre Endgeschwindigkeitr-
reicht:

vo = Ein M oy = Finf 14 |+ v(0)
©okom k m,

Benutzen wir (vorgreifend auf den Impulssatz) nadfissF = k v ist, wobeivg die Ausstromge-
schwindigkeit der Verbrennungsgase ist, dann exhaliir:

Ve =V In(l+%j +Vv(0).



Die Veranderung der Masse im Laufe der Zeit hatBRieechnung zwar etwas komplizierter, aber

nicht prinzipiell unméglich gemacht. Dies ruhrt dahdass das »Kraftgesetz« eine Differential-

gleichung ist, in der nur Momentanwerte auftreer. Momentanwert der Kraft, der Momentanwert

der Masse, der Momentanwert der BeschleunigungstEher keine grundsatzlich uniiberwindliche

Schwierigkeit, eine der drei GroRen zu berechnemnadie beiden anderen zwar veranderlich, aber
als Funktion der Zeit gegeben sind.

2.3 Das Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung (actio = reactio)
Dies ist das 3. Newtonsche Axiom:

Ubt ein KérperA auf einen KorpeB die KraftF aus, so iibB auf A die entgegengesetzte Kraff —
aus.

Wie man sich leicht tGiberzeugen kann, ist es unmlbgéine Kraft auszutiben, wenn keine Gegenkraft
vorhanden ist, die »dagegenhélt«. (Man nennt dels affene Tiren einrennen.) Dennoch gibt es da
Probleme:

1. Tauziehen: Wenn beide Mannschaften nach Newton stets gleark sim Tau ziehen, wieso kann
es dann einen Sieger geben?

2. Newtons Esel: Newtons Esel hatte vom 3. Axiom seines Herrn egiahind weigerte sich fortan,
seinen Karren zu ziehen: »Was soll ich mich anggerund an dem Karren ziehen? Er zieht stets
gleich stark dagegen — wie sollte ich ihn dann @wBgung bringen kdnnen?« Newton soll — ganz
unwissenschaftlich — den Esel mit einem Stock dpghracht haben, es dennoch zu versuchen. Wie
waére hier zu argumentieren?

3 BewegungsgrofRe, Impuls und Kraftstol
AusF = madv/dt folgt F dt = mdv und furm = konst.:F dt = d(mv).

Die GrolRemv wurde von Newton »Bewegung« genannt.

Erklarung 2. Die Gréf3e der Bewegung wird durch @ieschwindigkeit und die GroRRe der Materie
vereint gemessen.

Die Bewegung des Ganzen ist die Summe der Beweaguegesinzelnen Teile. Daher ist sie eine
doppelte in einem doppelt so grol3en Korper bechkei Geschwindigkeit und eine vierfache in einem
doppelt so groRen Kdrper bei doppelter Geschwirgigk(A. a. O.)

Spater wurdem v — und das ist angemessener — als »Bewegungsgréeictimet. Noch spéter hat
sich die Bezeichnung »Impuls« (Formelzeiclpgrurchgesetzt, obwohl diese zunachst einer anderen
GroRRe vorbehalten war, die nun namenlos wurdekdolmme gleich darauf zurtick.

Damit kann man nun — immer noch die Konstanz desddaorausgesetzt — schreiben:

Fdt=dp.

Stellen wir uns nun vor, dass auf den Korper intid&rvallt; bist, eine veranderliche Krak = F(t)
einwirkt, so gilt:

t, t,
[Fai=]ap=pe)-pt)=2p,=mv,m W= mav,,
t t



Das Zeitintegral der Kraft, das friiher Impuls gartamurde, nenne icKraftsto . Dann gilt
Die Impulsanderung des Kdorpers ist gleich dem auf i hn ausgetibten Kraftstol3.

Dieser Satz ist nicht zuletzt fir die Berechnung @&tofRvorgangen interessant. StoRen zwei Korper
zusammen, so Uben sie wegen »actio = reactio«zeitlentgegengesetzt gleiche Krafte auf einander
aus und damit im betrachteten Zeitintervall audgegengesetzt gleiche KraftstéRe. Folglich sind die
Impulsénderungen, welche die beiden Korper dadartdhren, entgegengesetzt gleich. Die Summe
ihrer Impulsanderungen ist null, und ihr Gesamtilaphleibt bei dem Stof3 unveréndert (»Impuls-
erhaltungssatz«).

(Vorschau: Der Impulserhaltungssatz gehort zu deshtgen Erhaltungssétzen der Physik. Seine
besondere Bedeutung beruht darauf, dass er auchrdam gilt, wenn der mechanische Energie-
erhaltungssatz nicht gilt, weil ein Teil der mecisahen Energie in Warme umgesetzt wird. So kén-
nen mit dem Impulserhaltungssatz z. B. auch nildstische Stol3vorgange berechnet werden.)

Ich mdchte nun noch naher auf den Fall eingehess d&ch die Masse des Koérpers wahrend der
Einwirkung einer Kraft ver&ndert. Hierzu wird meistiwas leichtfertig behauptet, es sei dann das
Kraftgesetd = mdv/dt zu ersetzen durch das Gedetz d(mv)/dt= dnvdt v + m dv/dt. — Dies soll nun
etwas genauer betrachtet werden.

Nehmen wir an, der Impuls eines Kdrper verdndesk Bi der ZeitspannAt unter der Einwirkung
einer Kraft bei gleichzeitiger Zunahme seiner Magsep; = myv; nachp, = Mmpv, = (Mg + Am)(vy +

Av) = myv; + (my + Am)Av + Amv;. Dann ist die Impulsanderudp = p, — p; = mAv + Am(v; + Av).

Der erste Term auf der rechten Seite ist die Inguuiahme der urspriinglichen Masse des Korpers
infolge der Geschwindigkeitsdnderung, der zweiteniTist der Impuls der hinzugekommenen Masse
bei der Geschwindigkeit am Ende des betrachtetiemvialls, wobei deren Impulserhéhung so in die
Bilanz eingeht, als wéare die Mas&m von 0 aufv; + Av beschleunigt worden. Das heil3t aber: Die
Gleichung gilt nur, weniAm zuvor die Geschwindigkeit O hatte (oder aber gahtmvorhanden war,
wie etwa bei der so genannten relativistischen Blaasmahme)Ein Beispiel dafiir ist das Beladen
eines Forderbandes mit Materie, die von oben asifBnd féllt. Die Gleichung gilt dagegen nicht,
wenn z. B. ein Raumschiff im Weltraum Materietedoh»aufsammelt«, die selbst eine Geschwindig-
keit haben.

Entsprechendes gilt, wenn der Kérper Masse verkgsbAm negativ ist.

Es ist also eine gewisse Vorsicht im Umgang miicbleng F = div)/dt geboten.

4 Arbeit, Energie und Leistung
4.1 Arbeit

Wir missen zunéchst wieder eine Anleihe bei derErmpentalphysik machen: Eine Krddftwirke an
einem bestimmten Punkt (»Angriffspunkt«) auf ein@rper ein. Wie wir oben gesehen haben, ist
dies uberhaupt nur mdoglich, wenn dort auf irgeneleitieise eine gleich grof3e Gegenkraft —
entstehen kann. Wir haben es daher immer, wennlkgiak im Spiel ist, mitzwei Kraften zu tun.
Dabei ist die Kraft die aktive Kraft (actio), die durch irgendeine &the auf den Kérper ausgeibt
wird, die andere Kraft~ ist die reaktive Kraft (reactio), mit der der Kérpauf die angreifende Kraft
reagiert. Nun gibt es eine Reihe von Mdglichkeiten:

» Entweder wird der Kérper, an dem die Kraft anigréieschleunigt,
« er wird elastisch (d. h. reversibel) verformt igeel: Eine Feder wird gespannt.),



« er wird plastisch (d. h. irreversibel) verforrBigfspiel: Die Karosserie eines Autos wird eingedell

» er wird (nach kurzer Beschleunigung) mit konstardeschwindigkeit bewegt (Beispiel: Ein Pferd
zieht einen Wagen.),

« er wird senkrecht (oder schréag) nach oben bewegt.

Frage: Was ist in den flnf verschiedenen Féallen die Gegdhkund wer oder was kommt fir sie auf?

Allen diesen Fallen gemeinsam ist, dass sie nigbhsselbst« und gleichsam kostenlos ablaufen. In
jedem Fall muss ein Etwas wirken, das Leibniz (:6466) eine »lebendige Kraft« genannt hat, die
Korperkraft eines Lebewesens, die Kraft einer »mnakchine« (besser: Arbeitsmaschine), oder die
Kraft einer bewegten Substanz, z. B. Wasser odedWind in jedem Fall wird, wie wir heute sagen,
im physikalischen Sinn eine »Arbeit verrichtet«r filie gleichsam als Gegenleistung irgendeine
offensichtliche Veranderung eintritt, die nitzlioler unniitz oder auch schéadlich sein kann, die aber
in keinem Fall anders zu erreichen ist als ebentdArbeitsaufwand.

Nach zahlreichen Versuchen und manchem Irrweg diedPhysiker schlie3lich Ubereingekommen,
als Mal3 fur die Grol3e der Arbeit das Produkt ausftkind Verschiebung anzusehen — solange die
einwirkende Kraft und Verschiebung dieselbe Ricgtlaben und die Kraft konstant ist. Dann gilt
also:

Arbeit W = Kraft F mal Verschiebung (oder Weg) s
Die SI-Einheit der Arbeit ist das Joule (J). 1 &oull Newtonmeter (Nm).

Hat die Kraft nicht dieselbe Richtung wie die Vdrigbung, dann wirkt nur die Komponente der Kraft
an der Arbeit mit, die in Richtung der Verschiebliegt. Die senkrecht zur Verschiebung wirkende
Kraftkomponente dagegen bringt keine der oben bedmmen Verdnderungen hervor, und daher
wirkt sie ohne Arbeitsaufwand.

Abb. 1

Es ist daher
W = F scosa .

Der Term auf der rechten Seite ist das SkalarpriodieikVektorerF unds und somit ist
W =F [5. (5)

Wir betrachten nun den Fall, dass die Verschiebéangs einer gekrimmten Raumkurve erfolgt und
sich zudem der Winkel und der Betra§ der Kraft wahrend der Verschiebung vamachB andern.

Wir zerlegen dann das Kurvenstiick (den Bogen) gheiche Teile und ersetzen jed&sgenstiickAs
(i=1, 2, ..n) durch den Sekantenvektar;.



Abb. 2
Dann gilt fur die auf dermten Bogenstiick verrichtete Arbeit

AW, = F-Ar,

] i®

wobeiF; der Kraftvektor ist, der in einem beliebigen Pudé&s Bogenstiickas wirkt. Flr die gesam-
te Arbeit gilt dann

WABzzn:Fi (2.
1

Die Naherung wird beliebig genau, wenn man die Ahpader Teilstlicke entsprechend vergroRert,
das heif3t, es ist

n

W, =lim » F,[Ar,

n-oo

1
wofur man schreibt

B M
WAB:ijr:IFBi. ()
A I

Die Berechnung des Integrals setzt voraus, Heaals (integrierbare) Funktion vangegeben istF =
F(r). IstF durch seine kartesischen Komponenten beschrielbEwiederum Funktionen kartesischer
Koordinaten sind, also in der Form

F=F(xYy.2e+F(xY2e+ E(XY I,

so schreibt manrdn der Form

dr = dxe, + dye, + dze,
und erhalt fir das Skalarprodukidr den Ausdruck
F [ar :(erl+Fye2+FZes)[de g+dy g+dz g = F dx+ E dy+ F, dz

Das »Arbeitsintegral« l&sst sich dann in drei glealategrale zerlegen:



Xg YB Z
VWB:IEﬂx+Iﬁﬂy+Iﬁdz
XA Ya Zp

Ist schlielichF als Funktion der Bogenlangeder Kurve gegeben (wobei die Bogenlange von einem
beliebigen PunkD aus gemessen wird), so erhalt man mit dis

)] ‘R
A iy

Irritierend an diesem Integral ist, dass dhs Differential eines — abgesehen von Geradercht ni
existierenden Vektorsist. Dennoch ist es in mancher Hinsicht natzlich.

4.2 Beschleunigungsarbeit

Auf einen Korper der Massm wirke langs einer beliebigen (geradlinigen oderrgaimten) Weg-
strecke eine Kraff ein, deren Betrag und Richtung sich beliebig veeémdéann. Diese Kraft erzeugt
am Korper eine Beschleuniguagfir deren momentanen Wert stets gilt:

F

m

Folglich ist die am Korper verrichtete Arbeit
P P ) d Vo d Vo
\ r
W:IF Cdlr :Immr = n‘{—Ed = nj—Ed/ = r!vad/,
dt dt
n 5] N Vi Vi

woraus folgt

Va
]

vv:m(xq+w%+!%ﬁ®¥?+dvg+d¥§

Vi

=m:(deVx+ v, dy+ \4d\4)= j yd WI yd V"I v
:g[(viz + V)Z/,Z + VEZ) _(Vi'l-'- \/32”1+ ng)]
=2 -) =28,

und speziell fiw, = 0 undv, =v

w="0
2

Das bedeutet: Die aufzuwendende Arhitst vom zeitlichen Verlauf der Beschleunigung (utean
der Kraft) unabhangig.



4.3 Exkurs: Verformungsarbeit

Um die Voraussetzungen fir einen wichtigen Gedavdesuch zu schaffen, soll hier die Verfor-
mungsarbeit untersucht werden.

Ein Korper werde unter der Wirkung einer Kraft gilach oder elastisch) verformt. Er reagiert darauf
mit einer Gegenkraft. Im Fall der plastischen Varfang eines (amorphen) Korpers ist die Reak-
tionskraft der innere Reibungswiderstand. Die awfigelete Arbeit wird dabei in Warme umgesetzt.
Der Vorgang kann nicht rickgangig gemacht werdeistérreversibel.

Bei der elastischen Verformung eines (kristallin&dypers reagiert die Kristallstruktur des Korpers
auf die Verformung mit einer elastischen GegenkBéim Verschwinden der &ul3eren, verformenden
Kraft machen die inneren Krafte die Verformung mjgkgig.

In beiden Fallen verrichtet die duRBere Kraft diddit, weil die Verformung in Richtung der Kraft
erfolgt.

Bei der elastischen Verformung gilt unterhalb dEtastizitatsgrenze« das HOOKsche-Gesetz: Der
GroRRenwers der Verformung ist dem GréRenwértler Kraft proportional.

F=ks
Die Proportionalitdtskonstankeheil3t RichtgroRe, bei Federn auch Federkonstante.

Im stationdren Zustand (d. h. wenn die Verformuag Stillstand gekommen ist) sind auf3ere Kraft
und elastische Gegenkraft gleich. Um die VerformaagergrofZern, muss die angreifende Kraft ein
wenig (beliebig wenig) groRer sein als die elassGegenkraft. Der Uberschuss dient dann zunachst
der Beschleunigung der sich verformenden Teilekdi#pers (z. B. der Schraubenfeder), bis sich ein
neuer Gleichgewichtszustand einstellt.

Verringert man die angreifende Kraft ein wenigwsad ein kleiner Teil der Verformung riickgangig
gemacht, bis wieder Gleichgewicht herrscht. Dergdog kann also (im Gegensatz zur plastischen
Verformung) in beiden Richtungen ablaufen, erésersibel

Fur die verrichtete Verformungsarbeit gilt dann:
S & K
W:I Fds:j k«d s 5,
0 0

wobeis: der Verformungsweg im Endzustand ist.

4.4 Energie

Wir machen nun folgenden Gedankenversuch Eineigtast Schraubenfeder mit der Federkonstanten
k; werde am linken Ende fixiert und dann von Hand uenStrecke 0 x; zusammengedrickt und in
dieser Stellung arretiert. Dazu ist die Arbeit

_k
W=

aufzuwenden. Dann werde ein Korper der Masséder reibungsfrei auf der horizontalen Unterlage
gelagert ist, vor die rechte Stirnflache der Fegieloracht. Dann werde die Arretierung der Feder
gelost. (Die Masse der Feder wird im Folgendenaehtiéssigt.)

10



Abb. 3

Die Feder entspannt sich bis zum Punkt 0 und besnlgt dabei den Kérper. Dabei libt die Feder in
jeder Phase auf den Kdrper eine Kraft von gleictigetrag aus, wie sie selbst beim Zusammen-
dricken im gleichen Zustand erfahren hatte. Fdiglierrichtet die Feder beim Entspannen an dem
Korper eine Arbeit von gleichem GroRRenwert wie dielche beim Zusammendricken von auf3en
aufgewendet wurde. Die aufgewendete Arbeit wurde gleichsam in der Feder gespeichert und kann
beim Entspannen von der Feder wieder abgegeberemerd

Dies wird auch durch folgende Rechnung bestatigt.die Geschwindigkeitszunahme dies Korpers
in der Zeit d in irgendeinem Punk®(x) gilt:

dv= adt:Edt:Mdt:ﬂE dX:—kt_Xd_X
m m md X m v

wobeiv = — d/dt die Geschwindigkeit des Koérpers in der jeweiligdrage ist. (Das Minuszeichen
bertcksichtigt, dassentgegengesetzt zuK+Achse gerichtet ist.)

Aus
Vg 0
dv=-—-"———+ = vdv:——klxdx = Ivdv:——E_J xd:
m v m ) 4

und
m
=2y = D=ty

Das bedeutet: Der Korper wird auf eine Geschwingligeschleunigt, die gerade so grof3 ist, dass die
dazu bendtigte Arbeit gleich der urspriinglich zymar$hen der Feder gebrauchte Arbeit ist. Die Feder
hat also die in ihr gespeicherte Arbeit vollstanalif den Korper Ubertragen.

Im zweiten Teil des Versuchs trifft der Korper &irie (entspannte) Feder mit der Federkonstdaten
Er wird dann auf die Geschwindigkeit null gebremeihrend seine Tragheitskraft die Feder um die
Strecke 0 x, spannt.
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Abb. 4
Es gilt nun analog
dv=adi=" gr=KX g = _KeXdX
m m m v
0 X2
vdv= —ﬁ xdx = I vd v= —ﬁj- xd x
m vV m 0

und schlieflich

Die Feder wird also gerade so weit gespannt, dasdatu benétigte Arbeit gleich der Arbeit ist, die
zum Beschleunigen des Korpers erforderlich wars®iwiederum ist — wie oben gezeigt wurde —
gleich der zum Spannen der Feder investierte Arbeit

Zusammenfassung: Die urspringlich zum Spannen der Feder aufgewendldieit wird zunachst
vollstandig zum Beschleunigen des Kérpers verweridahach wird die Arbeit — wiederum unver-
andert — zum Spannen der zweiten Feder benutzt@@benwert der urspriinglich aufgewendeten
Arbeit bleibt bei den beiden Umwandlungen unveréinder gesamte Vorgang kann umgekehrt und
beliebig oft wiederholt werden. Die gespannte Feuaher der bewegte Korper sind also fahig, ihrerseits
Arbeit zu verrichten, und zwar in gleichem Ausmag die zuvor an ihnen verrichtete Arbeit.

Die Fahigkeit der gespannten Feder und des bewdgiguers, die an ihnen verrichtete Arbeit auf
einen anderen Korper zu Ubertragen, haieitsfahigkeibderEnergie .

Insbesondere wird die Energie eines elastisch natén Korpers alpotentielle Energie bezeichnet,

die Energie eines bewegten Korperskiistische Energie oderBewegungsenergie . Die zu Beginn

des Gedankenversuchs aufgewendete Arbeit wurdesedsin potentielle Energie der Feder, dann in
kinetische Energie des Korpers umgesetzt. Durol @@mauere Untersuchung des Vorgangs lasst sich
zeigen, dass wahrend der Energietbertragung (Wsondée Feder erst teilweise entspannt und der
Korper erst teilweise beschleunigt wurde) die Suname der momentanen potentiellen Energie der
Feder und der momentanen kinetischen Energie dgsekgkonstant ist. Fur die Arbeit oder Energie
gilt also eine Art von Erhaltungsgesetz, das zuwiehtigsten Gesetzen der Physik gehort.

Die Energie wird in den gleichen Einheiten gemessiendie Arbeit.

12



4.5 Leistung

Definition: Wird in der ZeitAt die Arbeit AW verrichtet, so ist dienittlere Leistung in dieser
Zeitspanne:

p=AW
At

Fur At gegen null erhalt man daraus die (momentane) beifRweu dem betrachteten Zeitpunkt:

p = lim AW _ dW @
a-0 At dt

Die SI-Einheit der Leistung ist Joule/s = Watt (W).

5 Potentielle Energie, Potentialfelder

Bestimmte Kraftfelder (z. B. Gravitationsfelder uetektrostatische Felder) haben eine besondere
Eigenschaft, die hier am Beispiel des Gravitatieluigfs beschrieben werden soll:

In einem Gravitationsfeld erfahrt eine Masse vorav@ationszentrum eine anziehende Kraft. Um die
Masse vom Zentrum weg zu bewegen (sie zu »hebemugs Arbeit von aul3en aufgewendet werden
(»Hubarbeit«). Daftr gewinnt die Masse »potentidieergie« (Energie der Lage). Bewegt sich
dagegen die Masse auf das Zentrum zu, so nimmtpibtentielle Energie ab; dafir wird die Masse
beschleunigt und gewinnt im »freien Fall« (d. hneh.uftwiderstand) in gleichem MaRRe kinetische
Energie. Also:

In dem betrachteten Feld ist (ohne Reibungskrafte) die Summe aus kinetischer und potentieller Energie
eines Korpers konstant.

Bewegt man die Masse von einem PuRkizu einem PunkP,, so ist die aufzuwendende Arb¥it

vom Weg unabhangig. Bewegt man dann den Korperirgghdeinem Weg zum Ausgangspunkt
zurlck, so ist die auf dem Ruckweg verrichtete Argkeich W und daher die gesamte Arbeit gleich
null. Den beiden soeben beschriebenen Effektehdieg dieselbe Eigenschaft des Feldes zugrunde.

Bewegt man die Masse im Feld auf einer geschlossenen Kurve herum, so ist dazu insgesamt keine Arbeit
aufzuwenden.

Bewegt sich eine Masse aus dem Unendlichen zu efb@stimmten Punk® im Feld, so wird dabei
Energie frei; die von aul’en aufzuwendende Arbeéihégativ. Die dabei frei werdende Energie ist
ebenfalls vom Weg unabhangig, sie hangt jedochdemMasse des Kérpers ab, und zwar ist sie
seiner Masse proportional. Dividiert man die (Imegative) ArbeitV durch die Massendes Korpers,

so ist das Ergebni® eine Grol3e, die nur noch von der Lage des Puirkédshangt. Diese GrolRe — die
massebezogene Arbeit — heil3t Batential des PunkteB.

W
D, =— (8)
m
Das Potential der Punkte eines Gravitationsfelsiesagativ.

Aus der Definition des Potentials folgt: Ein Korpler Massen hat in einem Punk® mit dem Poten-
tial @ gegeniiber dem Unendlichen die potentielle Energie

E o = M. 9)
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Die (Gravitations-)Feldstarkgist die massebezogene Kraft, die das Feld aufiasse ausibt:

g=—. (10)
m
Wird die Masse durch eine vaufRenausgetbtéraft um die Streckerdverschoben, so ist die dabei
verrichtete Arbeit W = —-F-dr = —mg-dr und dd = dW/m = —g-dr.

Felder, in denen jedem Punkt ein bestimmtes Palenigeschrieben werden kann, heiRetential-
felder.

Der Zusammenhang zwischen Feldstarke und Potenitidlim Rahmen der »Vektoranalysis ll« (auf
dieser Website) ausfiuhrlich behandelt.

6 Zentralkrafte und Flachensatz

Eine Zentralkraft ist eine Kraft, die stets auf siglben Punkt hin gerichtet ist. Macht man diesen
Punkt zum Koordinatenursprung, dann ist die Zektadl F = f(x, y, 2 r, wobeif stets einen negativen
Wert hat.

Fur Zentralkrafte kann man einen wichtigen Satzigdnh, der neben dem Energiesatz ein weiteres
Integral des dynamischen Grundgesetzes darsthdti éne Differentialgleichung erster statt zweiter
Ordnung). Wir multiplizieren dazu das dynamischertgigesetz vektoriell mit

_dnr
F—ma—mw |rx

2

rxF =mr xd_z

dt

Dar und F entgegengesetzt gerichtet (antiparallel) sindjhistVektorprodukt null. Folglich muss
auch die rechte Seite der Gleichung null sein:
2
Xd—z =0.
dt

Das besagt nur, dass die Beschleunigung zum Raditesvparallel oder antiparallel ist. — Das
Integral dieser Gleichung ist

r

rxﬁ:C,
dt

wobeiC irgendein konstanter Vektor ist.

Beweis: Differenziert man die letzte Gleichung ndeln Regeln der Vektoranalysis, so erhélt man

wobei das erste Vektorprodukt null ist.

Das Vektorprodukt
dr
dt
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hat eine anschauliche Bedeutung: Der Betragrvodr ist die doppelte Flache des Dreiecks, das vom
Radiusvektor in der Zeit d Gberstrichen wird. Dividiert man diese Flache dudgherhalt man die
auf die Zeit bezogene Flache, das ist die so gea&tithengeschwindigkeit . Die obige Gleichung
besagt also, dass bei der Bewegung eines Korpers-alth einer beliebigen Zentralkraft die
Flachengeschwindigkeit konstant ist. Dies ist alieeallgemeinerung des 2. Keplerschen Gesetzes.

Ferner: Das Vektorproduktx dr/dt ist ein Vektor, der auf und d/dt = v und damit auf der Bahn-
kurve des Korpers senkrecht steht. Da dieser Veditorkonstanter Vekto€ ist, hat die Flachen-
normale vorr undv eine feste Richtung. Dies wiederum bedeutet, dizsBahn eben ist.

Ubrigens ist der Vektamr x dr/dt nichts anderes als der hier offensichtlich konst@rehimpuls des
bewegten Korpers.

7 Gravitationsgesetz und Planetenbewegung

Natiirlich sind diese Uberlegungen auch umkehrbaan Ieht von einem — vermuteten oder durch
Beobachtungen begrindeten — Gravitationsgeseturadideitet daraus das Verhalten von Himmels-
korpern im Gravitationsfeld ab. Das Gravitationggedautet: Zwei schwere Massen und m, im
Abstandr Uben aufeinander eine anziehende Kraft aus, fiandéroRenwert gilt:

F=fO
r

> -

Dabei istf die Gravitationskonstanfe= 6,672 59 N rikg’.

Vektoriell geschrieben lautet das Gesetz:

F :—f—mtf'zr. (11)

Wenn man von der Anziehung der Planeten unteregraaiosieht und statt des gemeinsamen Schwer-
punkts der Sonne und des gerade betrachteten &adeh Mittelpunkt der Sonne als Drehzentrum
und als Ursprung des Ortsvektorannimmt, so gelten die folgenden Uberlegungen.

Zur Vereinfachung bezeichne ich die Sonnenmass#mitd die Planetenmasse mit

Die anziehende Kraft ist eine Zentralkraft, nd&mktéts auf die Sonne gerichtet, und es gilt:

M m
F=-f T
r
Die Feldstarke des Feldes ist:
F M
G=—=-f—r.
m r

Die Kraft F des Feldes erzeugt eine Beschleuniganigr Massam, worauf diese mit der Tragheits-
kraft
dr
F, =-ma-= M os (12)

reagiert. Diese Kraft wiederum ist der angreifenleaft F entgegengesetzt gerichtet.

In der soeben benutzten Bewegungsgleichung stalie trage Masse des Planeten dar, im Gravi-

tationsgesetz dagegen mtseineschwere Masse . Es ist keineswegs selbstverstandlich, dass diese

beiden Massen gleich (oder einander proportioriatj. Nachdem alle Versuche gescheitert waren,
15



experimentell einen Unterschied zwischen trager seidverer Masse nachzuweisen, hat man sich in
der Physik daran gewohnt, beide Massen als gleichetrachten, obwohl es keinen erkennbaren
Grund dafiir gab. Albert EINSTEIN hat die Gleichhanh schwerer und tradger Masse zur Grundlage
seiner Allgemeinen Relativitatstheorie gemacht. Biglfaltige experimentelle Bestatigung dieser

Theorie bestétigt auch die Richtigkeit ihrer Vorsetgzungen und auch damit die Gleichheit von
schwerer und trager Masse.

Aus

folgt dann

r=—-m— oder — =—k—. (13)

Die Losung dieser vektoriellen Differentialgleictgu®. Ordnung wird einfacher, wenn wir auf die
beiden uns bereits bekannten »Integrale« der Bavgsgleichung zuriickgreifen, auf den Energiesatz
und den Flachensatz. Diese beiden Satze sind rialifterentialgleichungen von lediglich 1. Ord-
nung. Der Energiesatz lautet:

mV2 - fm= konst.= —mvg - fM (14)
2 r 2 o

Das bedeutet: Die Summe aus kinetischer und (negatpotentieller Energie des Korpers im
Gravitationsfeld ist konstant. (Dabei simpundrqydie Geschwindigkeit bzw. der Radius in einer belie-
bigen Ausgangsposition, z. B. im Punkt kleinsteerodrof3ter Entfernung des Planeten von der
Sonne.)

Der Flachensatz in Polarkoordinaten lautet:

x AT - 299 (15)
dt dt

Um den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu berechmaumss man durch nochmalige Integration aus
diesen beiden Gleichungenund ¢ als Funktionen der Zeit bestimmen. Wenn wir uner atarauf
beschranken, lediglich die Gleichung der Bahnkumeezuleiten, dann genilgt es, aus den beiden
Gleichungen die Zeit zu eliminieren.

Es ist (siehe Kinematik« auf dieser Websitater »Geschwindigkeit in ebenen Polarkoordingten«
dr _dr d
vV=—= +r d9

= =—_ , 16
dt ar o dr P (16)
woraus folgt:
e~{a) )
dt dt
Ferner ist
dr_dr dg
dt d¢ dt

und nach dem Flachensatz
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dg _C
dt  r?

Damit ergibt sich aus dem Energiesatz:
cz(d¢j2 c? 2fM _ , 2fM
—7 | = | t—=— =V, — .
r* L dt

r2 r o,
Durch Trennung der Variablerund ¢ erhalt man daraus:

C
—dr

dg = [

, 2fM) 2fM C?
K )
0

Wir substituieren /= u (dann wird — d/r?= du) und integrieren auf beiden Seiten:

Cdu

\/(VS—Zerj+2fMu—C2u2
0

Mit dem Integral nehmen wir nun folgende Umformumger:

prK =~

Cdu du

B 2
v§—2fM +2fMu-C*v v702_2f2|\/| +2“;/| u-
o c® C-, C

woraus mit entsprechenden Abkiirzungen wird:

J‘ du :j du :I dw
Jat2bu-o Ja (- 7+ B Y f(akp?)-w
1 M 1 fM™

W . -b r 2 2
= arcsin——— = arcsif—— = arcsih—C— = arcslh—C—
a

Ja+b? Jat+ b Jat i

Damit ergibt sich

1 M 1 M
2 2
¢+ K =-arcsint—=— aC = arccoéiaC —g

Beziehen wirr/2 in die Konstante bei mit ein, so erhalten wir

17



fM

| =

2
arccosd—C~ =g +K |
a

1 fM
r 2 1 M
%:cos(qﬂK), S= o ta cogg +K)
und schlief3lich
CZ
_ 1 _ ™M _ p
r = . = .
W racosprk) 14T cogg) LrEIPTK)

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts in da@aPorm, wobei der Pol des Koordinatensystems in
einem der Brennpunkte liegt. Damit haben wir dakKdplersche Gesetz abgeleitet: Die Bahnen der
Planeten (und die der Kometen) des Sonnensysterdsksigelschnitte, in deren einem Brennpunkt
die Sonne steht. Legt man die Polarachse so, aagam nachstgelegenen Scheitel (also zum Perihel)
zeigt, wirdK = 0 und die Gleichung vereinfacht sich weiter zu:

r=— P (17)
1+ £cosp
Dabei ist
_C? Ca _C 2fM  fPM?
p= und &€= = Vg - + >
M fM M I C
Der Kegelschnitt mit dieser Gleichung ist
eine Ellipse flue < 1,
eine Parabel fur = 1,
eine Hyperbel fue > 1.
Fire < 1ist
, 2fM  f°M? _ f?M? 2fM m fMm
Vi = t——<—5— = V< = —V< .
o C C A 2 o

Die Bahnkurve ist also dann eine Ellipse, wenn(#@nstante) Summe aus der kinetischen Energie
des Korpers und seiner (negativen) potentiellerrgieenegativ ist (siehe dazu den Energiesatz oben).
Die Bahnkurve ist eine Parabel, wenn diese Sumritiéshund eine Hyperbel, wenn die Summe posi-
tiv ist.

Anders gesagt: Im Fall der Ellipse ist die Gesaentgie des Korpers negativ, im Fall der Parabel ist
sie null, im Fall der Hyperbel positiv.
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8 Relativ zueinander bewegte Bezugssysteme
8.1 Inertialsysteme

Die ersten beiden Grundgesetze der Dynamik — d@eisannte erste und zweite Newtonsche Axiom
— gelten nur in einer besonderen Kategorie von §&zystemen, den so genannten Inertialsystemen.

Ein Inertialsystem ist daran erkennbar, dass ddgiplr, die in drei nicht komplanare Richtungen
geworfen werden, sich wegen des Tragheitsprinzgdativ zu ihm auf Geraden bewegen. (Zur
Erinnerung: Nicht komplanare Vektoren liegen nicheiner Ebene.) Nach diesem Kriterium dirfen
Inertialsysteme nicht beschleunigt sein, sie dirfeoht rotieren und es darf in ihnen kein
Gravitationsfeld existieren. Demnach ist ein auf Bedoberflache ruhendes Bezugssystem, selbst
wenn man von der Rotation der Erde absieht, ketrtibdsystem. Wir werden spater sehen, dass man
auf der Erde ein Inertialsystem herstellen kandeim man ein Bezugssystem (z. B. in einem Kasten)
frei fallen lasst. Angesichts dieser Schwierigkeiist ein Inertialsystem eine Abstraktion, alleghn
eine sehr wichtige und nitzliche. Immerhin lasséch anit einer Luftkissenfahrbahn, einem
Luftkissentisch oder ahnlichen Anordnungen ein- lameidimensionale Inertialsysteme simulieren.

Besalie man ein Inertialsystem, dann wéaren allerandgezugsysteme, die relativ zu dem ersten nicht
beschleunigt sind, die nicht rotieren und in dekemm Gravitationsfeld existiert, ebenfalls Inertial
systeme, auch wenn sie sich relativ zum erstere8ygteichférmig geradlinig bewegen.

8.2 Die GALILEI- Transformationen

Wir betrachten zwei relativ zueinander mit der ®egadigkeitu bewegte Inertialsysteme, die aus
zwei rechtwinkligen Koordinatensystemen und eiriardichend grof3en Zahl von synchron gehenden
Uhren bestehen. (Der gleichmallige Ablauf der Zeden beiden Bezugssystemen ist eine Annahme,
die bis 1905 als selbstverstandlich galt, durchStiezielle Relativitatstheorie Albert Einsteinsgel
widerlegt wurde. Fir Relativgeschwindigkeitan die klein gegentber der Lichtgeschwindigkeit
sind, kann man sie jedoch naherungsweise noch irgeitm lassen.)

Zur Vereinfachung durfen wir ohne Beeintrachtiguaieg Allgemeingultigkeit annehmen, die Ursprin-
ge der beiden Koordinatensystemen mégen zurt Zet zusammenfallen. Dann lauten die so genann-
ten GALILEI-Transformationen fiir den Ubergang vonesn Inertialsystem zu einem anderen in
Vektorform

r=sr—-ut, r=r +ut. (18)
Dabei sind undr’ die Ortsvektoren eines (evtl. bewegten und besaldéen) Punkte® in den
beiden Systemen.

Abb. 5
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Durch Differenzieren nach der Zeit ergibt sich dasersten Gleichung fur die Geschwindigkeiten des
Punktes in den beiden Systemen:

dr' _dr ,
—=—-—U oder V =V—U
dt dt
Die beiden Geschwindigkeiten unterscheiden sichdem konstanten Geschwindigkeitsvekiprdie
so genannté&ihrungsgeschwindigkeit.  Diese ist identisch mit der Geschwindigkeit, dia & S’

ruhender Punkt relativ Z8hat.

Eine weitere Differentiation ergibt:
a'=a

Die Beschleunigung des Punktsst also in beiden Systemen dieselbe.

8.3 Gleichformig linear beschleunigte Bezugssystem e

Wir betrachten nun ein Inertialsysteiund ein relativ dazu gleichformig linear beschigtes
SystemS' Zur Vereinfachung treffen wir die Ublichen Verablungen: Die Beschleunigung/dt =
as des SystemS'beginne zur Zeit = 0, wenn die Urspriinge der beiden Systeme zusafaitean

Abb. 6
Dann lautet die Transformationsgleichung fur dies@ktoren:
rr=r -3s¢2,
2

Durch zweimaliges Differenzieren nach der Zeitlergich daraus nacheinander
vi=v-a.t und a=a g.

Wie zu erwarten, ist nun auch die BeschleunigursgRienkte$ in S'eine andere als i namlich um
die Beschleunigung des Syste8i&leiner.

Wenn der PunkP ein Massenpunkt mit der Massaeist, dann erfordert seine Beschleunigung im

SystemSdie Kraft

’r
F=ma=m_—.
dt
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Fur einen Beobachter im Syst&taber verhalt sich der Massenpunkt so, als ob dadt K
F'=ma'=m(a-as)= ma- mag = F- nag

auf ihn einwirkte, also eine um ag kleinere Kraft, obwohl auf den Massenpunkt nach vae die
aulRere (»eingepragte«) Kr&fteinwirkt. (Je nach Richtung vam relativ zu a kannF' auchgroRer
seinalsF.)

Es lohnt sich, dieses Problem genau zu untersu@®nrdischen Inertialsystemen ist die von aul3en
wirkende (eingepragte) Kraft haufig die Gewicht$kfades Massenpunktes. Stellen wir uns nun vor,
das Systen®'sei ein Abteil in einem Eisenbahnzug, das Syssain relativ zum Bahndamm ruhen-
des Inertialsystem. Wir missen nun zwei Félle sotegiden:

Fall 1: Der Massenpunkt sei im Syste&ffrei — bis auf sein Gewicht —, also ein frei fallier Massen-
punkt. Wenn der Zug mit konstanter Geschwindigkaliso unbeschleunigt) fahrt, fallt der Massen-
punkt in S' senkrecht nach unten. Wenn der Zug dagegen intiRighseiner Geschwindigkeit
beschleunigt wird, bewegt sich der Massenpunkt einér nach hinten geneigten Geraden. Ein
Beobachter ir5' kann dies auf zweifache Weise interpretieren:

1. Er kann annehmen, auf den Massenpunkt wirke zisatzliche, nach hinten gerichtete Kraft vom
GroRRenwertm &, die nur von einem horizontal nach hinten gerihteGravitationsfeld herriihren
kann. Ein Beobachter i& dagegen weil3, dass diese Interpretation falsamidtdass diese vermeint-
liche Kraft nicht existiert. (Darum spricht man haich von einer »Scheinkraft«.)

2. Der Beobachter i8'kann aber auch schlie3en, dass der beobachtete Bf€tht von einer zusatz-
lichen Kraft herriihrt, sondern von einer Beschlgung seines Bezugssystems. Damit hatte er Recht.
Es gibt jedoch flr ihn im Inneren seines Bezugesyst(d. h. ohne einen Blick nach drauf3en) keine
Maoglichkeit, zwischen den beiden Alternativen zuewscheiden. Fir ihn ist ein beschleunigtes Be-
zugssystem gleichwertig mit einem nicht beschlei@mddezugssystem in einem (zusatzlichen) Gravi-
tationsfeld.

Fall 2: Der Massenpunkt sei auf irgendeine Weise mit dgsiethS' verbunden: er hange z. B. an
einem Faden von der Decke herab oder er liege in(ideFahrtrichtung gesehen) rickwartigen
Gepéackablage. Wenn der Zug nun beschleunigt wedielgt sich der Massenpunkt nach hinten (das
»Pendel« hangt schief) bzw. er drickt auf die Rigidv In beiden Fallen Ubt das Bezugssystem auf
den Massenpunkt eine beschleunigende Kraft aus,dendMassenpunkt reagiert darauf mit einer
Tragheitskraft. In diesem Fall sind beide Krafteti@und reactio) real und vom GréRenwart Fir

den Beobachter i8' gibt es dann immer noch die beiden Interpretatipned noch immer hat er im
Inneren des Systems keine Mdglichkeit herauszufinaelche die richtige ist.

Fall 3: Als nachstes untersuchen wir die Wirkung des Gasigihsfeldes in zwei verschiedenen
Bezugssystemen und nehmen an, beide Bezugssyse&tarelén sich in einem senkrecht nach unten
gerichteten Gravitationsfeld, dessen Feldstarke @edi3enwertg = G / ms habe, wobeiG der
GroRRenwert der Gewichtskraft und die schwere Masse des Massenpunktes ist. Ein (@bgeson
seinem Gewicht) freier Massenpunkt erfahrt dannnight beschleunigten Syste® durch sein
GewichtG eine nach abwarts gerichtete Beschleunigung vonR&naerta = G / m, wobeim die
trage Masse des Massenpunktes ist. Da erfahrungfgstatsa = g ist, mussm = ms sein, und wir
kodnnen kinftig einfach von der Massesprechen.

Wir betrachten nun drei Massenpunkte mit den Massefi = 1,2,3), die zur Zeit = 0 mit den
Geschwindigkeitery; vom (in dem Moment gemeinsamen) Ursprung der Sysstans in drei nicht
komplanare Richtungen geworfen werden. lhre Bewgsgleichungen im Syster§dauten dann:
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r :vit—%tzq, i=1,2,3

wobeiesein senkrecht nach oben gerichteter Einheitsvektobie Bahnkurven sind Wurfparabeln.

Das Bezugssystei®' dagegen falle frei nach unten, wobei es die Besecigung g e; erfahrt. Die
Transformationsgleichungen fir die Ortsvektorendfer Massenpunkte sind dann:

- 9.2, _ 9.2 9.2, _
r'=r.+=te,=vt t'e,+—=t°g = vt.
ot 2 2 Y

Im SystemS'bewegen sich die drei Massenpunkte also auf Ger#dso istS’ ein Inertialsystem.
Folglich gilt:

Ein in einem Gravitationsfeld frei fallendes Bezugs  system ist ein Inertialsystem.

Auf ahnliche Weise kann man zeigen:

Ein im feldfreien Raum mit der Beschleunigung a beschleunigtes Bezugssystem ist gleich-
wertig mit einem nicht beschleunigten System, das s ich in einem Gravitationsfeld mit der
Feldstarke — a befindet.

Diese Aussagen (und die dahinter stehende Annabass, die trdge Masse eines Korpers gleich
seiner schweren Masse ist) bilden die Grundlag&Atigemeinen Relativitatstheorie.

8.4 Gleichférmig rotierende Bezugssysteme

In einem rotierenden Bezugssystem erfahren allelemt Bezugssystem verbundenen Punkte standig
eine zur Drehachse hin gerichtete Beschleuniguagr(tsipetalbeschleunigung«). Bei mit Masse
versehenen Punkten ist dazu eine Kraft (»Zentdikretfi) erforderlich, die auf irgendeine Weise
aufgebracht werden muss. Auf die Zentripetalbesetidging reagiert der Massenpunkt mit einer
Tragheitskraft, die »Zentrifugalkraft« heifl3t une dier Zentripetalkraft entgegengesetzt gleich-ist.
einen mit dem Bezugssystem rotierenden Beobactiéeryon der Rotation nichts weild oder diese
ignoriert, ist die Zentrifugalkraft (analog zu dBatrachtungen im Kapitel 8.3) eine »Scheinkrafte, d
von einem radial nach auf3en gerichteten Schwerbggidihren kénnte. (Dieses Feld hatte allerdings
die merkwirdige Eigenschaft, proportional zum Abdtavon der Drehachse starker zu werden.)
Andererseits konnte ein BeobachterShaus der Existenz dieser Kraft (und ihren Eigeneha
schlieRen, dass sein Bezugssystem rotiert.

Die beiden verschiedenen Betrachtungsweisen soll@nam Beispiel des Kettenkarussells erlautert
werden.

1. Der Beobachter befindet sich in einem ruhenderuBssystem (Inertialsystem): Die Gewichtskraft
G bringt zusammen mit der Seilspannudglie ZentripetalkrafZ auf, die von der Tragheitskrait
kompensiert wird, sodass der Massenpunkt insgeaagifiefrei ist (siehe Abb. 7).
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Abb. 7

Gleichberechtigt damit ist folgende Auffassung: @ewichtskraft wird in zwei (griin gezeichnete)
Komponenten zerlegt (s. Abb. 8). Die eine Kompoeest die bendtigte Zentripetalkraft, die andere

Komponente spannt das Seil und wird von der Seilsyag kompensierl. kompensierZ, sodass der
Massenpunkt wieder kraftefrei ist.

U™

Abb. 8

2. Der Beobachter befindet sich im rotierenden &ystHier ist der Massenpunkt nicht beschleunigt.
Es existiert eine Scheinkrafts, die zusammen mit der Gewichtskraft eine (grinegpgmete)
Resultante bildet, welche von der Seilspannung lesrsiert wird (siehe Abb. 9).
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Abb. 9

Als nachstes betrachten wir ein durch drei aufadeansenkrechte Einheitsvektorery, €', €’s
definiertes Bezugssyste8i das relativ zum InertialsysteBimit den Einheitsvektorere;, &, e; mit

der konstanten Winkelgeschwindigkeit rotiert, wobei die Drehachse durch den gemeinsamen
Ursprung der beiden Systeme gehen soll. Ihre Richist durch den Vektan beschrieben.

€5

Abb. 10

Der Ortsvektor eines Punkte® ist in diesem Fall in beiden Systemen derselbéaémber unter-
schiedliche Komponenten. Seine Komponentefseienx, y, z in S'dagegernx', y', z'. Also ist

r=xe+ye+ze=xXe+ ye+ 2e,.
Die Geschwindigkeit des PunktBsm SystenSist dann

dr dx dy dz
ve=| | = e WY 820 19
s (dtjs AT e (19)
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seine Geschwindigkeit im Systeédhdagegen

dr dx' dy' dz'
Vo =|— | = e+ €, + €.. 20
S (dtl. dt % dt ? a ° (20)

Diese beiden Geschwindigkeiten sind wegen der Rotates SystemS’ nicht gleich. Wenn wir die
Geschwindigkeit des Punktes relativ zum ruhendeste®yS aus seinen Koordinaten im Syst&hn
und aus dessen Bewegung berechnen wollen, missbeniicksichtigen, dass sich auch die Einheits-
vektoren des Systen® relativ zuS bewegen, also ebenfalls Funktionen der Zeit dhmdglich ist
(nach der Produktregel der Differentialrechnung)

B (drj _dx', dy', dz' . e
= | =1 = e+
dt ). dt ' dt

Loy es, dey

d d

Vg (21)
Die ersten drei Summanden sind die KomponenterGeschwindigkeit des Punkt&srelativ zuS;
die letzten drei Summanden sind die KomponenterGagschwindigkeit eines i' festen Punktes mit
den Koordinaterx’, y’, z’ relativ zuS infolge der Bewegung des SysteBisalso die Komponenten
seiner so genanntefiihrungsgeschwindigkeit V. (Abbildung 11 zeigt dies fur die erste Kompo-
nente.)

Abb. 11

Also ist
Vs = Vgt Vi

Fir die Geschwindigkeit der Einheitsvektoren ®8im SystenSgilt:

de’ . de' . de'
1 2:wxe2’ 3

wxXe.,,
dt !

=wxe';. (22)

Beweis:

Ein OrtsvektoR von konstanter Lange rotiere mit der Winkelgesclaigkeit  um eine Drehachse
durchO.
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Abb. 12

Dann ist die Geschwindigkeit vdh
dR
V =—.
dt
Fir den GrolienweM des Vektors/ gilt:
V =wp=wRsina.

Das ProdukiwR sing hat denselben GroRenwert wie das Vektorprodukeaesn Vektorew , der die
Richtung der Drehachse und den GroRenwsder Winkelgeschwindigkeit hat, und aus dem Vektor
R. Wir nennen den Vektow den der Winkelgeschwindigkeitigeordneten Vektor , denn die Win-
kelgeschwindigkeit selbst ist kein Vektor. AuRerdstehtV auf @ undR senkrecht, undo, R und

V bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem. Adso

v=3R_,xRr 23
ac @ (23)

Exkurs im Hinblick auf eine spatere Anwendung:

Denkt man sich den Geschwindigkeitsvek¥or dR/dt an den Ursprun® angeheftet, so ist auch er
als ein Vektor, der mitvum O rotiert. Dann findet man durch Anwendung der Glaingy 23 aufv

den VektorA der Beschleunigung:
\Y
Cil_tEA:wa:wx(wa)' (24)

Wendet man Gleichung 23 statt &ifauf die drei »Basisvektorerg, €', €'; des SystemS’ an, so
erhalt man die Gleichungen 22 und damit fir dierkdfgsgeschwindigkeit
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Ve, = x'dell + y'del2 + z'djtls = X(oxe})+ y(wxe',)+ Awxe',)

=(wxx'e))+(wxye,)+(oxze,) (25)
=ox(x'e|+y'e,+ 7€,

=wXr.,
Damit ergibt sich aus Gleichung 21
dr dx' d dz'
VS:(—] =—e'+ ay’ €, +—é+w><r (26)
dt ). dt dt ot

Bezeichnen wir die Differentiation, bei der nur di@laren Komponenten x’, y’, des Vektors nach
der Zeit differenziert werden (also die Operatwe|che die ersten drei Summanden der Gleichung 21
erzeugt) mit

ﬂ, setzen alsedle'ﬁd—y e‘2+£ €, = i (27)
dt dt dt at 01
so wird
Vs=(£j —ﬂﬂuxr—v +wXr. (28)
dt dt

In dieser Gleichung tritt im mittleren Teil in beid Termen derselbe Vektoauf, der véllig beliebig
ist. Also gilt die Gleichung auch fiir jeden andeY&ktoru, der mit der Winkelgeschwindigkeidum
eine durch den Vektow definierte Achse rotiert. Wir haben somit eine aifgein gultige Rechen-

regel gewonnen:
(ﬂj du, pxu :(ﬂj roxu. (29)
dt ). at dt )

Diese Regel kann natirlich auch auf den Vektofd{ls angewendet werden, da dieser ebenfalls mit
der Winkelgeschwindigkeitwum die Achse rotiert. Dadurch erhalt man:

dtldt Jg (dt? ), d o /g d)s

Wendet man auf die beiden Terme/@)s in dieser Gleichung wiederum die Gleichung 29 arers

halt man
d’r) _ oTr dr
_ OXI |[toX| —+twXr
dt® ) dt dt dt

:d_ £+wxr +wxﬂ+w><(w><l’) (31)
dt| dt dt

*2
= dr +2[w><%)+w><(wxr).

Der erste Term auf der rechten Seite ist die Beselijjungas des Punkte® bezlglich des Systems
S'. Der dritte Term ist die Fuhrungsbeschleunigarg das ist die Beschleunigung, die ein 18it
rotierender Punktrelativ zu S erfahrt (s. Gleichung 24) Dieser Term ist dientripetalbe-
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schleunigung , die der Punkt erfahrt, da er — relativ 24 (evtl. neben anderen Bewegungen) eine
Kreisbewegung ausfiihrt. Die Zentripetalbeschleumigist auf die Drehachse hin gerichtet. Dazu
kommt nun ein weiterer Term (der mittlere), der gmdional zum GroRenwert der Winkel-
geschwindigkeit ist, der aber nur dann von nulkebareden ist, wenn sich der Pukim SystemS’
bewegt und die Richtung dieser Bewegung nicht pEraur Drehachse ist. Dieser Term heif3t
CORIOLIS-Beschleunigung ac. Sie steht auf der Geschwindigkeit, dtein S’ hat, und auf der
Drehachse senkrecht. Die Gesamtbeschleunigunguidse? ist fur einen BeobachterSmalso

aS = aS‘ + aC+ aFi]' (32)

Ist der PunkP ein Massenpunkt mit der Massg dann lautet das Grundgesetz der Dynamik fir ihn

_ (drY) _ d* dr
F=m—| =m—+2mox— |+ mox(wxr)
dt? ), dt dt (33)

=mag = mag +2 mMoxvg)+ mox(wxr).

Dies ist die Kraft, die — vos aus beurteilt — erforderlich ist, um die drei recstehenden Beschleu-
nigungen hervorzubringen. (Auf diese Kraft reagider Massenpunkt mit einer entgegengesetzt
gleichen Tragheitskraft~ welche die negative Summe der drei rechts stereKdifte ist.) Der erste
Term auf der rechten Seite ist die Kraft, welche &eschleunigung des MassenpunktesSin
hervorbringt; sie hat die Richtung dieser Beschigumg. Die zweite Term ist die Kraft, welche die
CORIOLIS-Beschleunigung hervorruft; sie steht aeif @eschwindigkeit des Massenpunktes (bezlg-
lich S’) und auf der Drehachse senkrecht. Der dritte Testndie zur Drehachse hin gerichtete
Zentripetalkraft.

Fur einen Beobachter B ist die auf den Korper wirkende Kraft dann
d?r dr
F'=m——=F -2m ox—— |- mox(wxr)
dt dt

=mag = F -2m(ewxvg) - mox(wxr).

(34)

Zu der »eingepragten Kraft (die flr einen Beobachter i&von auRen auf den Kdrper einwirkt)
kommen noch zwei Kréfte hinzu, die je nach Intetgtien (siehe 8.3) als Scheinkrafte oder als Reak-
tionskrafte (Tragheitskréafte) interpretiert werdagmnen. Die erste ist die so genannte CORIOLIS-
Kraft

-2m(ewxvg.),
die zweite die Zentrifugalkraft
Mo x(wxr).

Wie ein Vergleich der Gleichungen 31, 33 und 34izdst die CORIOLIS-Kraft der CORIOLIS-
Beschleunigungentgegengesetzt gerichtet, genau so wie die Zentrifugalkraft demZipetalbe-
schleunigung und der Zentripetalkraft entgegengegetichtet ist.

Beispiel: Rotierende Scheibe

Als einfaches Beispiel betrachten wir einen PURKk’, y’, z') auf einer mit der Winkelgeschwin-
digkeit w rotierenden horizontalen Scheibe.
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1. Wir nehmen an, dass sich der Punkt auf der Behiit konstanter Bahngeschwindigkeit vom
Mittelpunkt aus radial nach auf3en bewegt. In Alfbist die Lage des Punktes zu zwei verschiedenen
Zeiten dargestellt: 1. Zu der Zeit, da sich die éflolb um den Winkelp gedreht hat, 2. in dem
Moment, wenn der Punkt den Rand der Scheibe etreich

A

Abb. 13

Im SystenSist in Polarkoordinaten

r =vt, ¢:a)t:ﬁ)r = r=—4¢.
Vv w

Das ist die Polargleichung einer Archimedischen&gi

Im SystemS hat der Punkt neben der radialen Geschwindigkeine dazu senkrechte Tangential-
geschwindigkeit, die proportional zwnd damit auch proportional zzunimmt. Er erfahrt also eine

konstante Beschleunigung, eben die CORIOLIS-Besdnjengac.. Infolge dieser Beschleunigung

legt er im Systens bis zur Zeitt; (wennr = R geworden ist) den Bogen

s= ac t12 (35)
2
zurtick. Andererseits ist= R wt; undR =V t;, alsos = v wt;. Ein Vergleich mit Gleichung 35 ergibt
dann fur den GroRRenwert der CORIOLIS-Beschleunigung
a. =2vVw.

Das was ich lhnen eben vorgefihrt habe, ist delemLiteratur Ubliche Schwindel. Der Korper legt
namlich gar nicht den Boges zuriick, sondern nur die Halfte davon, weil er imttdli nur den
AbstandR/2 vom Mittelpunkt hat und er sich daher tangentiat Gber die Streckg2 bewegt. So
ergibt sich also fur die CORIOLIS-Beschleunigung \déert

a. = V.
Zum gleichen Ergebnis kommt man auf dem folgendeiaeheren und Ubersichtlicheren Weg: Auf

seinem Weg nach aul3en wird der Kérper auf die Traradgeschwindigkeit

V.. =wR=wvt

tan

beschleunigt. Also ist die Beschleunigung
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Dies ist, wie gleich gezeigt wird, nur die Halftestrichtigen Wertes. Daraus folgt: Fur die
CORIOLIS-Beschleunigung gibt es keine elementandeitang.

Es sollen nun an diesem Vorgang die oben angesteliigemeinen Berechnungen exemplarisch
nachvollzogen werden.

Der Ortsvektor des betrachteten Punktes i§' in

r=vte’.
Daraus folgt einerseits
ﬂ—v =ve —&Zr =a,=0
a > Y dt? |
und andererseits
dr de;
E:VS =ve +vt—2 (36)
Es ist nun
V€| =V, (siehe oben) und
de! de
vi—L=r—Ll=r¢ (wxe'l) (siehe Gleichung 2:
dt dt
=(wxre))=wxr
und somit

Vg = Vg twXr.

Aus Gleichung 36 folgt weiter

d’r _ :Vde'1+vde'1+vtd2ei
az S at
1 2 A ' 2
—2vdel+vtd ?1—2»'del+rd EL
t dt dt

= 2V(w X el) + r[a) X (w X e'l)] (siehe Gleichung 2
=2v(wxe))+ox (@xr)=2vawe,- Vin’e!.
Der erste Term in der letzten Zeile ist die CORIS{Beschleunigung. Da auf @ senkrecht steht,
ist ihr GroRenwert @v. Der zweite Term ist die Zentripetalbeschleunigutig,nétig ist, um die Zen-

trifugalbeschleunigung zu kompensieren, sodas$dekt sich mit konstanter Radialgeschwindigkeit
(und nicht beschleunigt) nach auf3en bewegt.

Dasselbe Ergebnis erhalt man unmittelbar aus Gleigi31:

*

ag =0+ Z(wX%jﬂo(wxr) = 2Aoxve})+w(oxr)
=2v(wxe))+ox(oxr)=-vto’e |+ 2vwe, .
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Nun soll dieses Ergebnis im Syst&dargestellt werden. Es ist
¢ =codan) e sifan) e, &=~ sifat) & cour) o
Damit ergibt sich
as = -vta (coqwt) e+ sifwt) &)+ dw(- sifwt) g+ cowt) e)
=~| vte/ cos(wt) + dw sir{at) |e+| Aw cofwt)- vies sifwi)|e,

2. Betrachten wir nun noch einen PulRktder im Systens’ mit der Winkelgeschwindigkeit* auf
einem Kreis vom RadiygumM rotiert.

Abb. 14

Hier istinS:
r = pcog (w+w*)t |e, + psin (w+w*)t]e,
Vs = —p(w+ar )sin (w+ o )t |e + p(w+a os| (w+af)t]e
as = —p(w+ o ) cos (w+w*)t]g - p(w+a ) 'sin[ (w+ et )t] g =—(w+a ) 1
Und inS.
r = pco w*t)e, + psin(w*)e,
Vg = —par sin(aft) g + pas cos(awrt) g
ag. = —par *cos(w*t) g - pat *sin(aft) g =—af 2 1
Mit den Gleichungen 23 und 24 erhalt man dagegen
V. :ﬂz = d*zr =
> dt dt?
1

o* x(aF xr)

o* X1, ag

Dann ist nach Gleichung 3
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a.

:a3.+2(m><w3.]+m x(mxr)
= m*x[m*xr] + 2 x[m*xr) + @ x[oxr) .

Beschl. in §'  CORIOLIS-Beschl, Fihmingsheschl

Alle drei Vektoren sind aufl hin gerichtet, auRerdem stetauf der Drehachse senkrecht. Daher ist
ag = —(w? Rwaf +a?)r = (& +w)’r

8.5 Anwendung auf die Erde als rotierendes Bezugss  ystem

Der folgenden Untersuchung liegen zwei — durchausdatfertigte — Vereinfachungen zugrunde:
1. Die Erde wird als Kugel betrachtet,
2. Die Rotation der Erde um die Sonne wird vertissigt.

Wir betrachten einen Punktauf der Erdoberflache mit der geographischen 8ggit

90°-¢ Nordpol

Aquator

Abb. 15

In P errichten wir ein (vorlaufiges) Bezugssystem aus deei Einheitsvektorem, & ,&, die nach
Suden, nach Osten und zum Zenit hin gerichtet simdldaher aufeinander senkrecht stehen. Dieses
Bezugssystem wird nun parallel so verschoben, dass Ursprung inM zu liegen kommt; seine
Einheitsvektoren werden dann reit, &', €'; bezeichnet. Es rotiert mit der Winkelgeschwindigke

der Erde um deren Achse. Ferner wird M ein (nicht rotierendes) Inertialsystem mit den
Einheitsvektorem,, e, e; in der skizzierten Lage errichtet.
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Abb. 16

In diesen beiden Bezugssystemen gelten fir deweéhitsr vonP sowie fur seinen Geschwindigkeits-
und Beschleunigungsvektor die oben abgeleiteteet@esNach Gleichung 34 ist die auf den Massen-
punkt im Systens’ wirkende Kraft

*2
m L=F-2 a)xﬂ - mox(@xr).
dt dt

Dabei ist die »eingeprégte Krafixdas Gewicht des Massenpunktes, das entgegengasetzivirkt:

F=-mge’,.

Also ist

*

dr
Der Vektor 2w XE ist die auf die Drehachse gerichtete CORIOLIS-Besmigung, der Vektor

dr
—Zm(w XEJ die radial nach auf3en gerichtete CORIOLIS-Kraftr Mektor (wxr)ist die

Geschwindigkeit (siehe Gleichung 23), der Vektorx(wxr) ist die Zentripetalbeschleunigung,

daher ist—mwx(wx r)die Zentrifugalkraft. Da in diesem Term die seleiké Winkelgeschwin-

digkeit (w= 7,310° s") im Quadrat auftritt, kann er im Allgemeinen verhkissigt werden. Damit
erhalt man

ar ary_ % % S
v =-ge',—-2 wxE =-gey,- 2w, w', w,
dx' dy' dz
dt dt dt

und in Komponenten
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dt2 dt dt
d?y" Cdx! . dz'
dty2 = _ngﬁ + 2w 1? (37)
d’z' dy' dx'
= 200 =Y + 209t 22
T

Entnimmt man der Abb. 15 die Winkel zwischenund den Einheitsvektoren, so findet man fir die
Komponenten des Vektow® , welcher der Winkelgeschwindigkeit zugeordnet ist,
w,=-wcosp, w,=0, w,=w siP

Damit ergibt sich schlielich

d*x’ dy'
&= = (2wsing)—= " =(2wsing) v,
ay.:‘j'jt{'_ (2wsm¢)d ~(2wcop)9E =~ 20 sip)v, -( @ ca)v,(38)
az.:?jtzzlz g+ (2a)cos¢)—y ~g+( 2w cog) . .

Wir wenden nun diese Gleichungen auf zwei spezigdlée an, auf den freien Fall und auf horizontale
Bewegungen auf der Erdoberflache.

8.5.1 Freier Fall
Wir betrachten einen Koérper, der zunachst in dangifestgehalten und zur Zdit=0 frei (d. h. ohne
Luftwiderstand) fallen gelassen wird. Zu Beginn Bewegung ist

Ve =V, =V, =0.

Da Vv, wegen des geringen Wertes v@mur langsam wéachst (siehe die mittlere Gleichung(38)),
kdnnen wir in der unteren und der oberen Gleichworg(38) — wovy.zudem nochmals miw multi-

pliziert wird — n&herungsweise setzen

d’z' d’x’
=- d =0.
a9 " e
Dann wird angenéhert
dz' g d’y'
——=v,=-gt z=-2¢f+ .=0 und =—( 2w co®) v. 39
=V =9 oErh y=0ud —=-(2wcog)y (39
Daraus folgt
2.,
?:Itz =2wgtcosp
und durch zweimalige Integration
y'= WY s CoSy . (40)

3
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Ubereinstimmend mit Beobachtungen ergibt sich bésim freien Fall eine zur dritten Potenz der
Fallzeit proportionale Ostabweichung von der Secthkien.

Dieser Effekt ist plausibel: In der HoHe Uber der Erdoberflache besitzt ein Kdrper infotbgsr
Erdrotation eine etwas hdhere Bahngeschwindigheitler Punkt senkrecht unter ihm auf Erde. Der
fallt daher nicht senkrecht herab, sondern aufregje&rimmten Kurve. Deren Gleichung ergibt sich
aus (39) und (40):

__2A2wcogp, _, .y
y'=-=3 N (-z'+ b2,

und mit (2’ + h) = z* einfacher

—
. 222 wcosp £ y
y'=— z’2,
3 Vo
vZ*
Abb. 17
Auch hierflr gibt es keine elementare Herleitung.
8.5.2 Horizontale Bewegung
Hier ist V,. = 0 und daher
d*x' .
&= =(2wsing) v,
2.,
a, = d 32 =—(2wsing) v,
dt
21
a, = ?jtzz =(2wcosp) v, .

Ein Korper erféahrt also auf der Nordhalbkugel dedeEbei einer West-Ost-Bewegung eine Beschleu-
nigung nach Suden, bei einer Nord-Sud-Bewegung Beschleunigung nach Westen (und umge-
kehrt); in Bewegungsrichtung gesehen ist die Besohigung also immer nach rechts gerichtet, auf
der Sudhalbkugelg < 0) nach links. Fur den GroR3enwert der seitlicBeschleunigung (Transversa-
Ibeschleunigung) ergibt sich

a'=,/a + a§ = (2&) sin¢) v' V'= GroRenwert der Horitontalgesct

Die seitliche Beschleunigung ist also unabhangigder (horizontalen) Bewegungsrichtung. Die
haufig vertretene Ansicht, dieser Effekt trete ber Bewegung in Nord-Sudrichtung (und umgekehrt)
auf, ist also irrig.
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9 Verwendung komplexer Zahlen bei rotierenden Bezu  gssystemen

Manchmal ist es bei gedrehten oder rotierenden ggexstemen zweckmaRig, komplexe Zahlen zu
verwenden, indem maydurch iy undy’ durch iy’ ersetzt, wobei i die imagindre Einheit ist, die
definiert ist durch3:= —1.

Wennr = Xe, + ye,ist, dann istlie dem Vektor entsprechende komplexe Zahl= x+i y.

Aus
r=xe+ye=x¢e+ye,
folgt mit
e, =gcosp+ e sSing, e=-esip+ ¢ cog
r=x'(e,cosp+e, sig)+y (- sip+ ¢ cog)
=(x'cosp -y 'simp)e +(x 'sip + y ‘cop) &,
also ist

X=X'cosp —y'sig , y= x'sipgp+ y 'cog
Fir die komplexe Darstellung folgt daraus
X+iy=(Xcosg - y'sing) + { x'sing + y'cog)

=(x'+iy')(cosp + ising) ,

und mit der EULERschen Gleichung
€? =cosp + ising
X+iy=(xX+iy)#¢. (41)
Wenn das Systei®’ mit der Winkelgeschwindigketvrotiert, ist
p=wt+g, bzw. ¢ =owt.

Die Anwendung dieser Methode wird im nachsten Kagjezeigt.

10 Das FOUCAULTsche Pendel

Das FOUCAULTsche Pendel ist exakt und ohne Einstluidggen nur mit erheblichem Aufwand
mathematisch zu behandeln. Wir begniigen uns dabemtit einer gewissen (unerheblichen) Ver-
einfachung.

Die Schwingungsebene eines tGber dem Nordpol (odep@®) angebrachten Pendels dreht sich — fir
einen Beobachter auf der Erde — einmal pro Tag 6@i B ost-westlicher Richtung, weil die Erde in
dieser Zeit unter dem Pendel eine volle Umdrehumguingekehrter Richtung macht und die
Schwingungsebene des Pendels beziiglich einesalsgstiems fest ist. Am Aquator bleibt die
Schwingungsebene fiir einen Beobachter auf der Erderandert. Uberlegungen und Beobachtungen
lassen vermuten, dass die Winkelgeschwindigikiimit der sich die Schwingungsebene des Pendels
dreht, gleich @ sin ¢ ist, wobei w die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation upd die geogra-
phische Breite des Beobachtungsortes ist. (Dabgi tie Drehachse vag auf der&;- Achse — siehe

Abb. 15 — und ist zum Zenit hin gerichtet.)
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Beschranken wir uns auf kleine Pendelamplitudenndat die auf die Pendelmasse wirkende Ruick-
stellkraft der Auslenkung proportional, namlichigke

mg
|

Aus den Gleichung 38 erhalt man dann unter Beritibkigiung der Komponenten der Riickstellkraft

m 1
mg,,

X" bzw. |: Pendellang

d’x' mg o dy
+—=X'=2nmw(Ssing)— ,
dt? | ( ¢) dt
d’y' mg o dx
m——+—vy'=-2mw(sing)—.
dt? | y ( ¢) dt

Multipliziert man die zweite Gleichung mitund addiert die beiden Gleichungen, so erhalt mash
Kirzen durchm

L« N« I
dtz(X+|y)+|(>(+|y) 2|a)sm¢.dt(>(+|y)_

Das ist eine Differentialgleichung fur die kompleéxariableZ’ =x’+iy’:

d?z' g .. ,dZ

+=2Z7'=-(2iwsing)—. 42
dt® | ( ?) dt (42)
Fuhrt man nun ein weitereg, (7)-Koordinatensystem ein, das sich mit der Winkethasndigkeit
W= — wsin ¢ gegenuber dem ersten dreht, so wird mit GleicH{day

X'+iy' =(E+in) €' oderkurz Z= Y& mit Y=£&+in

C(Ij_f — %e—iwsirwﬁt —i C{)Sln¢ Y e—iwsin¢t
291 2
O(Ijé = iltj g st —2iwsin¢% g — ) sinfg Y eV

Vernachléssigt man den Term mitwegen seiner Geringfiigigkeit, so erhalt man davaasmit
Gleichung 42

d?y

2+—gY:O,

dt® |
also die gewo6hnliche Pendelgleichung. In dem aitrotierenden System ist also die Pendelebene
fest. Folglich rotiert sie fur einen auf der Erddenden Beobachter mit der Winkelgeschwindigkeit
W = —wsing .
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