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Schwingbewegungen

1. Einleitung

Eine Bewegung, deren Ablauf sich in gleicher oddmrsihnlicher Form periodisch wiederholt, heil3t
Schwingbewegung (kurz auch: Schwingung). Bevomigher darauf eingehe, werfen wir einen Blick
auf periodische mathematische Funktionen, die zescBreibung physikalischer Schwingungen
dienen kdnnen.

2. Mathematischer Exkurs

Die einfachsten periodischen Funktionen sind¢siind cosp = sin @ + n/2). Lassen wir daneben
auch komplexe Funktionen zu (was sich als sehilinfiterweisen wird), so bietet sich als einfachste
die Funktion z = &’ an, wobei i dieimagindre Einheitist, fur die gilt: i> = — 1. Die Funktion

z = &’ wird definiert tber die Vereinbarung, dass die ngka Potenzreihe der Funkti@i auch fir
imaginare Argumente gelten soll. Das heit, maeinbart, dass das Symbdl ilgende Bedeutung
haben soll:

gt = 14 ¢+M+M+,,,:2M_

2! 3! - N!
Daraus folgt
g’ :(1—%+%—+..)+ i[¢—%+%—+---j (1)

Die in Klammern stehenden Reihen sind identischdait Reihen fur die trigonometrischen Funk-
tionen fur Kosinus bzw. Sinus. Folglich ist

€? =cosp + ising  Eulersche Forme )

€’ ist demnach eine komplexe Zahlmit dem Realteil Rez = cos ¢ und dem Imaginarteil
Im z = sing. z hat den »Betrag« 1 und das »Argumentsnd ist periodisch mit der Periodenlange
2n. In der GaulRschen Ebene der komplexen Zahlen ltesiely die Spitze des »Zeigerg«mit
zunehmendem auf einem Kreis vom Radius 1 und kehrt #lir 27 an den Ausgangspunkt € 0)
zurick.

Im
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Abb. 1



3 Die harmonische Schwingung

Betrachten wir nun einen Massenpunkt der Magsger z. B. durch Federn, Gummibander oder sonst
irgendwie in eineniRuhepunkO elastisch fixiert ist. Elastisch bedeutet, dagskikierung nicht starr,
sondern nachgiebig ist und dass bei Entfernung Massenpunktes aus seiner Ruhelage Ruck-
stellkrafte auftreten, deren Sumrfeauf O hin gerichtet ist und deren Betrag im einfachdtaii
proportional zur Auslenkungist. (r ist der vonO ausgehende Ortsvektor des Massenpunktes.) Es sei
also

F =-kr,

wobei k ein positiver Proportionalitatsfaktor ist, der huRichtgréRe oder Federkonstante genannt
wird.

Die RuckstellkraftF bewirkt eine Beschleunigung des Massenpunktes, fur die das dynamische
Grundgesetz gilt:

’r
F=ma=m—.
dt
Durch Vergleich erhélt man
d’r
m—; = —kr. 3
e 3)

Dies ist eine Differentialgleichung (2) Ordnung fiile Vektorfunktionr (t). Sie besagt, dass die
zweite Ableitung der gesuchten Funktion bis auferirfpositiven) Faktok/m gleich der mit (-1)
multiplizierten Stammfunktion ist.

In der Mathematik sind nur drei (eng miteinandervandte) Funktionen mit dieser Eigenschaft
bekannt, namlich Sinus, Kosinus und die oben voefies Exponentialfunktion. Wir versuchen daher
die Gleichung mit dem\nsatz

r=Ae"

zu lésen, wobel ein konstanter Vektor unél eine konstante reelle Zahl ist. (Uber diese beiden
Konstanten wird spater verfiigt.) Dann ist

2
A _idae una 9T =_pzpdn,
dt dt

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
mA 2Aé" = kA &".

Diese Bedingung (Bedingungsgleichung) kann durehgyete Wahl der Konstantérerfillt werden,
was beweist, dass unser Ansatz richtig war. Dasthiiach geeigneter Bestimmung der Konstanten
ist die gewahlte Funktion eine Lésung der Differagteichung.

Der Vektor A kann durch Kirzen aus der Gleichung entfernt werdes bedeutet, dass er fir die
L6sung der Gleichung irrelevant ist und daher idigewahlt werden kann. Nach Division duroh

A und die Exponentialfunktion (alle diese GroRem singleich null) erhalt man die »charakteristische
Gleichung«



mit den beiden Losungen

=% [—.

1,2 m

Wir benutzen davon nur die positive Losung. (Bei degativen LOsung rotiert der Zeigemit
zunehmenderh rechts herum, was nichts prinzipiell Neues beitjds bleibt demnach die Losung

.k
r :AeJ;t = AcCoSs /£t+ 1A sin /kt
m m

Die Losungsfunktiorr (t) ist demnach ein komplexer Vektor, der aus demltBie&e r und dem
Imaginarteil Imr besteht:

r=Rer +ilmr :Acoa/£t+ IA sin/kt
m m

Wie man sich leicht Uberzeugen kann, erfillt dealied und der Imaginarteil der Lésungsfunktion
jeder fur sich die gegebene Differentialgleichubge gefundene komplexe Ldsungsfunktion ist also
gleichwertig mit zwei verschiedenen reellen Lésdmgktionen, namlich mit

r,= Acos\/Et und r,=A sin/ﬁt
m m

Da der VektorA beliebig wahlbar ist, kann er in der zweiten Lageimen anderen Wert haben als in
der ersten, also kénnen wir fur die zweite Loswtgaiben

rZ:Bsin\/%t.

Da jede der beiden Lésungen die Differentialglerdherfullt, gilt dies auch fir ihre Summe. (Von
dieser grundsatzlichen wichtigen Tatsache kannsi@ndurch Einsetzen in die Differentialgleichung
Uberzeugen. Dabei erkennt man auch sofort ihremdyu

Eine allgemeinere (das heil3t hier: umfassendersiing der Differentialgleichung lautet also

r:r1+r2:Acos\/%t+B sin/Tknt 4)

Diese »allgemeinere« Losung ist aber auch zugldiehallgemeine Losung schlechthin, denn sie
enthélt genau zwei frei wahlbare Konstanténund B. (Das entspricht dem Grundsatz, dass die
allgemeine Losung einer Differentialgleichung zweiOrdnung zwei unabhangige Konstanten ent-
halten muss, entsprechend den zwei Integrationerzudihrer Losung im Prinzip nétig sind.)

Die Bedeutung der beiden VektorarundB findet man durch folgende Uberlegung:

1. Setzt man = 0, so findet man (0) =A. Das heil3tA ist der Ortsvektor des Massenpunktes zur Zeit
t=0.



/ k /m
2. Bildet man d/dt und setzt dantb= 0, so findet manv(0)=B,[— = B =v(0) _k
m

Damit ergibt sich die allgemeine Losung:

r :r(O)cos\/EHv(O&/E sir\/Et (5)
m K m

Die Losungsfunktion stellt eine »harmonische Scigwitg« dar.

A undB beschreiben die »Anfangsbedingungen« d. h. dienféhlbare Anfangssituation der Bewe-
gung. Man kann namlich den Massenpunkt zunachstliglaus seiner Ruhelage herausbewegen
(Ortsvektorr (0) = A) und ihm zu irgendeinem Zeitpunkt, den man dasnNalllpunkt der Zeitskala
nimmt, die Anfangsgeschwindigkeif0) erteilen.

Der Vektorr setzt sich also aus zwei Vektoren zusammen, welghRichtung des Vektorg 0) bzw.
v(0) haben, und deren Betrage eine Kosinus- bzve. inusfunktion der Zeit sind.

Abb. 2

Diese beiden Vektoren bestimmen eine Ebene, udieser Ebene bewegt sich der Massenpunkt. Die
Bahnkurve ist also eine ebene Kurve. Dies war maden, da die Bewegung unter der Wirkung einer
Zentralkraft erfolgt, die keine aus der Ebene hiwarisende Komponente hat.

Wir finden die Bahnkurve, indem wir Einheitsvektore und e, von der Richtung(0) bzw. v(0)
einfihren. Die Koordinaten des Massenpunktes iseatie schiefwinkligen Koordinatensystem sind

dann
¢ =r(0)cos, /Et , N =V (OW—n siq/—kt
m k m

&£ oLn
[r0)] [V(o)]”:

woraus folgt

Dies ist die Gleichung einer Ellipse in schiefwigkin Koordinaten, wenn die Koordinatenachsen die
Richtungen konjugierter Durchmesser haben. Dieseadssetzung ist hier erfullt, d&0) als
Geschwindigkeitsvektor die Richtung der Kurventarigem Punkt mit dem Ortsvektof0) hat.



m
Die konjugierten Halbmesser der Ellipse si(@) und v(O)\/%

Hat v(0) die gleiche Richtung (d. parallel oder antiflabawie r(0), so ist die Schwingbewegung
geradlinig.

/ Kk 1 [k
Die Kreisfrequenz der Schwingung &=, |—, ihre Frequenz isf =—,|—.
m 2r\'m

4 Lineare gedampfte harmonische Schwingungen

Die bisher behandelte harmonische Schwingung olaieuRg ist eine Idealisierung. In der Realitat

tritt bei jeder Bewegung ein Reibungswiderstand anfl sei es nur der Luftwiderstand. Reibungs-
vorgénge sind sehr komplex und mathematisch nichittebeschreibbar. In Gasen und Flussigkeiten
ist der Reibungswiderstand erfahrungsgemald benddeiGeschwindigkeiten anndhernd der Ge-
schwindigkeit proportional, bei groRen Geschwinditgn wachst er etwa im Quadrat der Geschwin-
digkeit. Dagegen ist die Reibung fester Korper gitean Grenzen von der Geschwindigkeit unabhan-
gig.

Fiur die folgenden Untersuchungen nehmen wir ans dis Reibungskraft der Geschwindigkeit

proportional und der Bewegung entgegengesetzt lgetigst. Die auf den Massenpunkt wirkende

Kraft ist dann insgesamt

F=-kr-uv,

wobeip der Reibungskoeffizient ist.

Bei Beschrankung auf eine geradlinige Bewegungdmuf X-Achse (oder parallel dazu) lautet die
Differentialgleichung der Bewegung:

m—+,ua+ k x=0. (6)

Zur Losung verwenden wir denselben Ansatz wie olpgihoch ohne den Faktor i im Exponenten,
wodurch die Rechnung hier einfacher wird:

dx d?x
x=ad'=> —=ald, —=a’é¢.
dt dt
Die charakteristische Gleichung lautet dann:
mA *+ A+ k=0.

Sie hat die Lésungen:
2
Al , = —i + L —5_
2m \4nf m
Fur das Weitere ist entscheidend, ob der Term wdeM/urzel positiv, negativ oder null ist. Dem-
entsprechend sind drei verschiedene Falle zu whteiden.



4.1 1. Fall: Die gedampfte harmonische Schwingung

Fir hinreichend kleine Reibung jgt< 4k m dann wird die Wurzel imaginér. Wie oben beachtén
die Losung mit dem rechts herum rotierenden Zeigeht und gewinnen aus der anderen zwei
unabhéngige reelle Losungen, deren Summe die adigenhosung, ist.

X=a "= ae®™ @m "
_Lt k 'u2 k 'UZ
—ae?®" | cos |—-— t+ isin |— -
m 4nt m 4 M
My 2 2
x, =e*™| Acos %_fnf t+ Bsi %n_frﬁt (7)

Es ist in jedem Fall mdglich, zwei Gré3€rundd so zu bestimmen, dass

A=Ccosd und B=Csind

ist, denn aus diesen Gleichungen folgt

o= arctan% und C=+A?+B?

Diese beiden GrofR3en, sind fur alle WekteB eindeutigdefiniert.

Nach Anwendung eines bekannten Additionstheorem® ke allgemeine Losung so geschrieben
werden:

M 2
x, =Ce’™ co %—4"1”%

t-0 . 8)

Hierin ist -dder »Nullphasenwinkel«, d. h. der Phasenwinkelkaeinuskurve zur Zeit = 0.

Anmerkung: Eine gleichwertige Schreibweise der Inisist:

_Lt k 2
x, =Ce? sin| |~-H_ 15 , 9
A m 4nf ! ®)
wobei
learctané
B
ist.

Wir werden von dieser Umformung spater wiederh@b@uch machen. Fir jene Félle ist es nutzlich,
Folgendes festzuhalten: Die Summe einer Sinus-eimgl Kosinusfunktion mit gleichem Argument
kann stets als eine phasenverschobene Sinus- amnusfunktion dargestellt werden. Die zweite
Integrationskonstante ist dann der Nullphasenwimkedel.

Es handelt sich bei der Losung wieder um eine haisobhe Schwingung, deren Amplitude jedoch
exponentiell abnimmt.



Abb. 3

Setzen wir — was ohne Beeintrachtigung der Allgegi#itigkeit moglich ist — in Gleichung 8 den
Nullphasenwinkel -6 = 0, so hat die Schwingung die Anfangsamplit@dhre Kreisfrequenz ist
kleiner als die der ungedampften Schwingung undmiifiir x> = 4k mden Wert 0 an. Dann tritt der
so genannte »aperiodische Grenzfall« ein, der athstes behandelt wird.

4.2 2. Fall: Aperiodischer Grenzfall

Die charakteristische Gleichung hat in diesem Ral die Losungt = — w/2m. Das ergibt fir die
Bewegungsgleichung die Ldsung:

x= A€". (10)

Diese Ldsung hat jedoch nur eine Integrationskantekann daher nicht die allgemeine L6sung sein.
Aus der Theorie der Differentialgleichung ist bekfamlass in diesem Fall augt B t €' eine Lésung
ist, wovon man sich durch Einsetzen Uberzeugen .kBim Allgemeine Losung ist die Summe der
beiden Losungen und lautet:

_H

x:ezmt(A+ BY). (11)

Furt = 0 ergibt sich anfangliche Auslenkum¢Q) = A. Eine Kurvendiskussion mit Bestimmung
eventuell vorhandener Nullstellen (es gibt hochsteine) sowie der Extremwerte und Wendepunkte
(auch davon gibt hochstens je einen) ist zwar ofizaber ein Glasperlenspiel, weil dieser Fall
praktisch nicht vorkommt. FUr diejenigen, die estadem nicht lassen kénnen, sei so viel verraten:
Die Auslenkung kann zunachst noch zunehmen (Abbirggndwann erreicht sie ein Maximum und
geht danach asymptotisch gegen null (= Ruhelageistiaber auch moglich (all das hangt ®ab),
dass der Massenpunkt sich zun&chst durch die Ryhéiadurchbewegt (Abb. 6), nach der anderen
Seite ausschlagt und sich dann von dort der Rubelagmptotisch nahert.
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4.3 3. Fall: Aperiodische Bewegung

Fir u®> > 4k mist der Term unter der Wurzel positiv und die etéeristische Gleichung hat zwei
reelle Lésungen, die beide kleiner als null sind:

M| K
A,=—tx -=,
2 om\4nt m

Diese beiden Losungen bezeichnen wir miit &nd —5,. Dann lautet die allgemeine Lésung



x= Ae”’' + Bé*', (12)

:L_/ﬂz koL _u |k
'312m ant m"g2 2m\N4rh o

0<f <5,

Die Kurve ist also die Summe der Kurven zweier aigidndene-Funktionen, die sich asymptotisch
der X-Achse nahern. Die Bedeutung vArundB findet man, indem man in der Losungsfunktion und
ihrer Ableitungt = O setzt.

Dabei ist

Wie zu erkennen, ist

x(0)= A+ B, v0)=-A5 - B3,

woraus folgt:

5 VO)*+ X(O),
,82 - :81 .

A= O+ X(O)5,
,82 - :81

Zur Diskussion der moglichen Eigenschaften der Kurv

B,

Die Kurve hat fiit = 0 eine horizontale Tangente, weBrs —— A

2

j4

eine steigende Tangente, weBrx —— A

B

2

eine fallende Tangente, werh> —— A

Im zweiten Fall (steigende Tangente) besitzt dieviuan irgendeiner Stellie> 0 eine horizontale
Tangente.

Im dritten Fall (fallende Tangente) kann die Kuareeiner Stellé> 0 eine Nullstellex = 0) besitzen.

Es konnen also auch hier die verschiedenen obenrisken Falle eintreten.

5 Erzwungene Schwingungen

5.1 Ungedampfte erzwungene Schwingungen

Bislang haben wir »freie Schwingungen« betrachtiets sind Schwingbewegungen, bei denen —
nachdem sie einmal angeregt wurden — der Massehpunkoch unter dem Einfluss der elastischen
Ruckstellkraft und der Reibung steht.

Nun wollen wir annehmen, der Massenpunkt sei stfaitier &uReren Kraft ausgesetzt, deren Betrag
sich — entsprechend einer Sinus- oder Kosinusfankti periodisch @ndert. Dann spricht man von
einer »erzwungenen Schwingung«.

10



Wir beschranken uns wieder auf eindimensionaleegia) Schwingungen und nehmen an, dass auch
die so genannte»Storungskraft« in Schwingungsmghtuirkt. Die Differentialgleichung der erzwun-
genen ungedampften Schwingung lautet dann:

2
m%+ kx= F(9. (13)

Dies ist (wegen des Vorhandenseins Wit)) eine »inhomogene« lineare Differentialgleichuhg
Ordnung. Nach einem Satz aus der Theorie der [Biftalgleichungen erhalt man die allgemeine
Ldsung der inhomogenen Gleichung, indem man zgealeinen Losung der homogenen Gleichung
(mit F(t) = 0) eine »partikulare« (d. h. spezielle, nichgemeine) Losung der inhomogenen Glei-
chung addiert. Dieser Satz ist unmittelbar einléerctt: Die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung macht die linke Seite der Differentialgheing zu null. Die partikulare Losung der
inhomogenen Gleichung macht die linke Seite dercBlang gleich-(t). Daher erflllt die Summe der
beiden Ldsungen die inhomogene Gleichung. Da diansai zwei frei wahlbare Konstanten enthalt
(sie sind in der allgemeinen Lésung der homogentmick&ng enthalten), ist sie die allgemeine
L6sung der inhomogenen Gleichung.

Fur die »Stérungsfunktionk(t) wahlen wir die einfachste periodische Funktidrtoswt.

Da wir die allgemeine Losung der homogenen Gleighugreits kennen, brauchen wir jetzt nur noch
eine partikulare Lésung der inhomogenen Gleichungurhen.

Wir wahlen fir diese Losung den Ansatz

X=Bcoswt,
und erhalten die charakteristische Gleichung
B(-maf + k) = 2
und daraus:
A A
B=_M __ m
K_p a-of
m

/ Kk
wobei @), = ,[— die Kreisfrequenz der ungedampften Schwingundgisiit lautet die partikulare
m

Ldsung der inhomogenen Gleichung:

coswt

X = A
m(eg - o)
Wie man sieht, enthalt die partikulare Losung kéreewahlbare Konstante.

Interpretation: Der Massenpunkt schwingt mit deeikirequenz der Stérungskraft. Die Amplitude der
erzwungenen Schwingung geht fidrgegenw, gegen unendlich. Wenn die Kreisfrequenz der von
aul3en einwirkenden Kraft gleich der Eigenfrequer® dchwingenden Systems ist, spricht man
von »Resonanz«. Das unbeschrdnkte Anwachsen defitAdep bezeichnet man als »Resonanz-
katastrophe«.

11



Amplitude

Abb. 7

Zwar kann es in besonderen Féllen durch ungewdhrdioRe Amplituden der Schwingung im
Resonanzfall tatsachlich zu einer Katastrophe komraber es kann in der Realitat aus mehreren
Grinden keine unendlich groRen Amplituden geben:

* Es gibt keine Bewegung ohne Reibung und damit @érapfung,
e der schwingende Korper stdf3t bald an die von degébmng gesetzten Grenzen,

» eine Schwingung mit unendlich grof3er Amplitude lgyté dazu eine unendlich grofRe Energie,
welche die Stérungskraft aufzubringen hatte. Dazauthte sie eine unendlich lange Zeit. Zudem
gibt es keinen unbegrenzten Energievorrat.

Nun addieren wir zu der partikularen Losung noah allgemeine Lésung der homogenen Differen-
tialgleichung und erhalten so die allgemeine Lésgeginhomogenen Differentialgleichung:

X= coswt + C cogyt+ D simyt

m(ng—wZ)

Nun wahlen wir moglichst einfache Anfangsbedingumgaus denen dann die Konstan@mnd D
bestimmt werden: Es sgi0) = 0 undv(0) = 0. Damit erhalten wir:

L-}-C:O, D=0

m(af - )
und schlief3lich

cosawt — cosyt) (14)

Wir wollen nun das Verhalten der Funktion in dehB&les Resonanzpunktes naher betrachten. Dazu
wenden wir folgendes Additionstheorem des Kosimus a
.t .0— wt+ a,— W
cosat — cogyt = - Zsmz—w"t smz—ot = 2sth——t s+n°2—t

Es sei nundyo — ) eine kleine Zahl@ Dann ist

12



: W+
cosat — cosyt = 2sidt sngdz—%t

Damit erhalten wir

. . W+
X = sinot sm%t

Interpretation: Die Gleichung stellt eine Schwingudar mit einer Kreisfrequenz, die gleich dem
arithmetischen Mittel vonw und w, ist. Die Amplitude dieser Schwingung variiert nier
vergleichsweise kleinen Kreisfrequehalie gleich der halben Differenz vep undw ist. (Falls diese
Differenz negativ wird, kann man einfach gin durch —sin ¢ t) ersetzen, wodurch das Argument
der Sinusfunktion wieder positiv wird. Das Minuszein vor dem Sinus bedeutet dann lediglich einen
Phasensprung von

Abb. 8

Aus der Akustik ist eine solche Schwingung als »®dung« bekannt. Sie entsteht durch Uberlage-
rung (Summation) zweier Sinusschwingungen von nalgezicher Frequenz.

Von hier ausgehend kdnnen wir das Verhalten dektiamim Resonanzfall genauer untersuchen.
Man kann es als Grenzfall einer Schwebung auffadseinder fliro = wo die Schwebungsfrequenz
verschwindend klein geworden ist. Wir nehmen an,Zaitt = 0 seix = 0 undv = 0, und es beginne
die Stoérungskraft mit der Frequetag zu wirken. Es ist mit der oben eingeflhrten Abking

of 6 = (@ + &) (@, ) = 20,23,

und erhalten durch Einsetzen in die Gleichung dém@&bung:

L A sinot
o T M ome o
und mit
. sindt _ .. sind _
lim =tlim —— =t
6-0 & -0 o
schlieflich
Xso0 = A tsinat. (15)
2ma)

13



Dies ist eine Sinusschwingung der Kreisfrequenzderen Amplitude proportional Zuvachst. Die
Schwingung wird also unter der Wirkung der auRéfeaft »aufgeschaukelt«, bis sie an die Grenzen
des Systems st6l3t oder die Energiereserven detr é¢sahopft sind.

Abb. 9

5.2 Gedampfte erzwungene Schwingungen

Die aulRere Kraff = A cosw t wirke nun auf einen gedampft schwingenden Masggkipein. Die
Bewegungsgleichung lautet dann:

d’x  dx
m—-+ —+ k x= Acosw 't 16
dt? 'udt (16)

und mit
<=
E - ’
wobeiw, die Kreisfrequenz der ungedampften freien Schwiggat,

2
d—§+ﬂ%+a§x:£coswt. (17)
dt® mdt m
Wir benutzen wieder den schon oben gebrauchten &4z die allgemeine Losung der inhomogenen
Differentialgleichung die Summe aus der allgemeihésung der homogenen Gleichung und einer
partikularen Losung der inhomogenen GleichungDstdie allgemeine Losung der homogenen Glei-
chung eine exponentiell abklingende harmonischew®gung ist, stellt sie den »Einschwingvor-
gang« des Systems dar, der nach einiger Zeit aloggdh ist; die partikulare Losung dagegen
beschreibt derstationédren (dauerhaften) Schwingungsvorgang. Der Einschwirgpmg, also die
gedampfte freie Schwingung, wurde oben bereits lagdelt. Jetzt interessiert uns der stationare
Vorgang.

Die partikulare Losung,(t) findet man am einfachsten, wenn man die Rechmaiigkomplexen
Zahlen durchfihrt. Wir machen daher den Ansatz

x, = C &« (18)
und driicken auch die Stérungsfunktion komplex aus:
F=Ag".

Die Ableitungen von Gleichung (18) sind dann

14



2
ddip =jwCd@ ¢)’ dd)z = —¢f C&@t9)

Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung:
C(—w2 vil e aﬁ] e = C(—a)2 vl e a)ozj g gr =2 o
m m m

und schlieflich

A .
( - +|—w+ a)(f] €’ =—(cosp + ising) .
m
Durch Vergleich der Realteile und der Imaginartelige beiden Seiten erhalt man

1.C(w§—wz):£cos¢

2. Cﬂw:ésingb.

m m
Daraus folgt
2 2
(-0 LK oA
m \/mz(c%z_wz) +'u2m2
_ Hw
und tang =————~
m(af - o)
Damit wird aus Gleichung (18)
| arc anL
A [“" ‘ n(ws-of)]

(19)

X =
P \/mz (abz_wz)z +/,12m2

Diese komplexe Losung enthalt zwei reelle Losungemn, Realteil und den Imaginarteil. Im Hinblick
auf Gleichung (16), die auf der rechten Seite rarr Realteil der Stérungskraft enthalt, kommt auch
hier nur der Realteil von Gleichung (19) in Betriaetso

A MW
coq wt-— arctan—

N o -

Der Massenpunkt schwingt — wie erwartet — im stetien Zustand mit der Frequenz der angreifenden
Kraft. Die Phasendifferenz zwischen Stérungskraft und Schwingung geht flinkéreisfrequenzen
w gegen null, erreicht fliw = w, den Wertr/2 und geht flr weiter steigende Frequenzen gegen
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Abb. 10

Die Amplitude C wird maximal, wenn der Nenner minimal wird, undsdiat der Fall bei der
»Resonanzkreisfrequenax. Man findet sie, indem man die erste Ableitung von

2 (C%z _wz)z + qumz

nachwhbildet und diese gleich null setzt. Das Ergebrtis is

. W
A% ,/wé oE

Die Resonanzkreisfrequenz ist also etwas kleingwgl bei geringer Reibung ist der Unterschied
jedoch unbedeutend. Die Resonanzamplitude ist

A

a
/'la'g 4m2

Das Resonanzverhalten ist also umso deutlicherepuégt, je geringer die Reibung ist. Die folgende
Grafik zeigt die Amplitude in der Umgebung des Reswpunktes bei verschiedenen Wegten

Cg =

c

/

Abb. 11
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Von dieser »Amplitudenresonanz« ist die »Geschwik®lisresonanz« zu unterscheiden: Sie tritt ein,
wenn die Energie des schwingenden Massenpunktesnalaist, die proportional dem Quadrat seiner
Maximalgeschwindigkeit ist. Durch Losung der enégiirenden Extremwertaufgabe findet man

W = @}

6 Das mathematische Pendel

Darunter versteht man einen Massenpunkt (Magsaler Uber einen masselosen Faden der LAnge
irgendwo befestigt ist, sodass er frei herabhgigéses Ideal ist mit guter Anndherung realisiefjbar

Der Massenpunkt werde nun aus seiner Ruhelagesatikrecht unter dem Aufhangepunkt liegt,
entfernt und dann losgelassen. Er bewegt sich @areinem Kreisbogen, dessen Ebene auf der
Erdoberflache senkrecht steht und durch den Aufisdumgkt geht. Durch die Art seiner Befestigung
ist der Massenpunkt gezwungen, sich auf dem Krgsh@u bewegen. Der Massenpunkt unterliegt
nun zwei Kréften: Seiner Gewichtskr&t=mg, und der Kraft, die der Faden auf ihn austibt. tee¢z

ist immer in Richtung des Fadens auf den Aufhéangkiphin gerichtet. Mit dieser Kraft hat es eine
besondere Bewandtnis. Sie ist nur vorhanden, vegilMiassenpunkt an dem Faden befestigt ist und
mit einer Komponente seines Gewichts daran zielme leichartige Kraft wirde auch auftreten,
wenn der Massenpunkt auf einer kreisbogenformigeneBe oder auf der Innenflache einer Kugel
gelagert ware. Krafte dieser Art, die den Massekpumseiner Bewegungsfreiheit einschrdnken und
ihn an einen bestimmten Ort oder in eine bestinBaten zwingen, heilRefwangskrafte

Bei der Bewegung des Massenpunktes verrichtet eiangskraft keine Arbeit, weil sie immer
senkrecht zur Bahn gerichtet ist.

Zerlegt man die Gewichtskraf in eine Tangential- und eine Normalkomponenteerd@lt man die
Kraft F, welche den Massenpunkt beschleunigt, und dietkéaf,, die am Faden zieht. Sie wird
durch die ZwangskrafZy, (statische Zwangskraft) kompensiert. (Dazu komimet dynamische
ZwangskraftZqy, auf die ich spater zu sprechen komme.)

Nun ist (siehe Abb. 12)

ds_,d

die Bogenlanges = | ¢, die Bahngeschwindigkeit = T = df

2

d°s _ d
die Bahnbeschleunigu ¢

dt dt
In die Bewegungsgleichurfg=m aergibt sich daraus (unter Berticksichtigung der ®ic vonF)
: d® :
ml ot ? =-mgsing — dtf = _% sing (20)

In der linken Gleichung tritt die Massedes Massenpunkts in zwei verschiedenen Bedeutumgen
links als trdge Massm, und rechts als schwere Massg,,. Ich komme spater auf dieses Problem
zurlick, bis dahin wird es ignoriert und die Masseird herausgekurzt.
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Abb. 12

6.1 LOsung in 1. Naherung

Fur kleine Winkel istsing = ¢. Dann lautet die vereinfachte Bewegungsgleichung

d’¢ __g
dt® |

und ist mitp = x identisch mit der Differentialgleichung (3) demimmnischen Schwingung. Mit dem
Ansatz

¢p=a sin(wt+J)

ergibt sich

w=,|=,
I

wobei a der Amplitudenwinkel und der »Nullphasenwinkel« ist. Beide Gréf3en sind fwéhlbar.
Daher ist die angegebene LOsung die allgemeinerigidar vereinfachten Bewegungsgleichung.

Nehmen wir an, fit = 0 sei aucty = 0, dann ist = 0. (Alternativ: Flrt = 0 seip = a, dann ist =
n/2.)

18



6.2 LOsung in 1. Naherung Gber den Energiesatz
Die kinetische Energie des pendelnden Massenpursgktes

2
Ekin :m\/2 :Ln|2(%) ’
2 2 dt

seine potentielle Energie ist
Epot =mgh

wobei die Hohéh vom tiefsten Punkt der Bahn nach oben gemesseh wir

Mit h =1(1 — cosp) ergibt sich fur die Summe der beiden Energien

myz(d)  cosp) =
5! (dtj +mgl(l-cosp)=C (21)

Diese Gleichung ist das Integral der Bewegungsglgig, wovon man sich durch Differenzieren nach
der Zeit Uberzeugen kann. Sie ist nur von der in@ng, dafir aber vom 2. Grad und zudem inho-
mogen. Nach einer geschickten Umformung lasstiske dennoch néherungsweise einfach integrie-
ren.

Die Bedeutung der Konstante@ ist leicht erkennbar: Sie ist einerseits gleichr degaximalen
kinetischen Energie des Massenpunktes, die diéiser £ 0 annimmt, andererseits ist sie gleich der
maximalen potentiellen Energie, welche die Masseimamt, wenn ihre Geschwindigkeit null ist.
Diesen Fall wollen wir betrachten.

Fur dp/dt = 0 hat die Masse die grof3te Auslenkung. Der dghdrige Amplitudenwinkel sei. Dann
wird aus Gleichung (21)

mgl(l-cosa)=C

Wenn wir diesen Wert fi€ in Gleichung (21) einsetzen, erhalten wir

(Ccll_fj +?(cosa— cog) = C (21)

Fur kleine Amplitudenwinked ist

N

a’ @

cosg=1l-— und cog= - —
2 2

Damit ergibt sich

und durch Integration

arcsin%:\/lng und g =a Si’E\/IEHk]
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also eine harmonische Schwingung mit der Kreisfeeql.{/lg .

Wir interessieren uns nun noch fur die dynamischmponente der Zwangskraft. Durch den Faden ist
der Massenpunkt gezwungen, sich auf einer Kreishalhnbewegen. Dazu ist eine Radialbe-

schleunigung erforderlich, auf die der Massenpumkteiner Tragheitskraft reagiert. Die Ursache der
Radialbeschleunigung ist die dynamische ZwangskZafttripetalkraft). Sie ist

2 2
zdn:nL:ml(%j.
y | dt

Nach Gleichung (21) ist

99V _200ep-
[dt] I (cosg - cosr)

und somit

Z,,, =2mg(cosp - cow)

dyn
Zusammen mit der statischen Zwangskzaft = m gcose ergibt sich die gesamte Zwangskraft
Z =mg(3cosp - 2com)

Wie man sieht, kann die Zwangskrafhull und sogar negativ werden, allerdings nurdféra/2. (Zur
Begrindung: Die Kosinuskurve fallt im betrachteB=reich monoton, und es ist stetkleiner/gleich

a und somit co® > cosa und 3 cosp > 2 cosa.) WennZ negativ wird, bt der Massenpunkt keinen
Zug auf den Faden aus, sondern einen Druck, deRatlm nicht aufnehmen kann: Der Massenpunkt
»stirzt ab«, bevor er den Amplitudenwinkel erreicht

6.3 LOsung in 2. Naherung

Ersetzt man in der Bewegungsgleichung

d? :

_? +gs|n¢ =0

dt® |
sin ¢ durch den verbesserten Naherungswertp®6, den man dadurch erhélt, dass man in der Reihe
fur sin ¢ auch das zweite Glied bertcksichtigt, so erhalt ai@arBewegungsgleichung einer »anhar-

monischen Schwingung«:

d’¢ g, g s
+3 -3 42 =0,
aw 1?6’

Da auch jetzt nur ungerade Potenzen yauftreten, bleibt die Rickstellkraft symmetrisdhh. sie
wirkt auf beiden Seiten der Ruhelage gleich staink.weiteres Merkmal ist, dass sie mit zunehmender
Auslenkung jetzt langsamer als proportionabzawachst. Die Lésung der so verbesserten Néherungs-
gleichung ist ebenfalls nur ndherungsweise mogli¢in.verzichten jedoch auf diese »Naherung einer
Néaherung«, zumal die urspringliche (exakte) Bewgggieichung auch exakt gelést werden kann.
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6.4 Die exakte Lésung

Die exakte Losung der Bewegungsgleichung

d’¢ g .
+=sing =0

dt®> | ?

fuhrt auf ein elliptisches Integral, dessen Werten .EGENDRE 1816 berechnet und tabelliert
wurden. Daraus kann auch die Schwingungsddudes mathematischen Pendels in Abh&ngigkeit
vom Amplitudenwinkeb ermittelt werden. So ergibt sich:

TZZH\/I{]ﬁ(lj sirﬁg+(ﬁj siﬁ‘ﬂ+..}
9 2 2 \ 2 2

I
Die Abweichung des oben ermittelten Naherungswei, e= 27T\/: vom exakten Wert betragt fur
g

a = 1° weniger als 2-10s, fiira = 5° weniger als 5-10s.

6.5 Die historische Bedeutung des mathematischen P endels

Die Bedeutung des mathematischen Pendels beruhtemem darauf, dass mit seiner Hilfe die
Erdbeschleunigung sehr genau ermittelt werden kann. (Durch Beobahtiner grof3en Zahl von
Schwingungen (z. B. 1000) kann die Schwingungsdaeblr genau bestimmt werden.) Zum anderen
glaubte man, mit mathematischen Pendeln die Gleitkbn schwerer und trager Masse verifizieren
zu koénnen. Wenn namlich das Verhaltms / my,,, nicht fiir alle Kérper dasselbe ware, wirde die
Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels lgemdéinen vom Material der Pendelkugel
abhéngen. Dies war der Grund fir die Pendelversudie schon NEWTON und spater mit
verbesserten Mitteln F. W. BESSEL (1784-1846) diirciien. Nach unserem heutigen Wissen aller-
dings mussten diese Versuche schon darum scheierhja alle Atome aus denselben Bausteinen
bestehen. Der negative Ausgang der Versuche talajter nicht als Indiz. Anders war es mit den
Versuchen, die L. EOTVOS (1848-1919) mit von ihntmeckelten hochempfindlichen Drehwaagen
vornahm, und die ergaben, dass der relative Uterdwon schwerer und trdger Masse sicher kleiner
als 1 x 10 ist.

Ein derart hohes MafR an Ubereinstimmung kann rielikein Zufall sein. In der klassischen Physik
wurde die Identitat beider Massen einfach als Edafjstatsache hingenommen. Da eine Erklarung
nicht moglich war, verschwand bezeichnenderweiséaofe der Zeit mehr und mehr das Bewusst-
sein dafir, dass hier Gberhaupt ein Problem voitagt A. EINSTEIN hat in seiner Allgemeinen
Relativitatstheorie (1913) wieder an dieses Probé&mgeknipft. Wenn es innerhalb eines Bezugs-
systems grundsatzlich nicht mdglich ist, zwischeagheitskraft und Schwerkraft zu unterscheiden,
dann ist es — so Einstein — auch grundsétzlicht méiglich, zwischen trager und schwerer Masse zu
unterscheiden.

21



7. Unfreier Massenpunkt auf horizontaler Kreisbahn

Der Massenpunkt eines mathematischen Pendels wandehst aus seiner Ruhelage herausgebracht
(Auslenkungswinkek) und ihm dann ein Anstold derart erteilt, dassi@r auf einer horizontalen
Kreisbahn bewegt. Seine Bahngeschwindigkeivsei

Abb. 13

Die Zwangskraftz muss mit ihrer Vertikalkomponente die Gewichtsk@fkompensieren und mit
ihrer Horizontalkomponente die bendtigte Zentripetdt F, aufbringen. Es gelten nun folgende
Beziehungen:

woraus folgt:

vZcosa = ¢ I( 1- co%a)

WV &
cosgy =-———+ | H—w0
291 497l

und schliefRlich

Ferner ist

Wird das Gleichgewicht der Kréafte z. B, dadurchtges dass die Bahngeschwindigkeit etwas
abnimmt, dann tritt eine Selbstregulation ein: Benachst unveranderter Auslenkung wird die
Zentripetalkraft kleiner und mit ihr die Gegenkraftm Gewicht. Dadurch bewegt der Massenpunkt
sich ein wenig nach unten, wodurch die Auslenkutgnkr wird und sich ein neuer Gleich-

gewichtszustand einstellt.
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8 Amplitudenmodulierte Schwingungen, Schwebungen
Die Amplitude der Schwingung

Y, = Acoswt
werde mit einer Schwingung

Bcosat

»moduliert« (siehe Abbildung 14), wohej >> w, sei.

Abb. 14
Die Amplitude der modulierten Schwingung ist dann
C = A+ Becosat,

und die resultierende Schwingung kann wie folgthesben werden:
y = Ccosiyt=( A+ Bcosut) coayt
Durch Ausmultiplizieren und Anwendung eines bekanridditionstheorems ergibt sich daraus:

y= ACOS%H% Bl cofw, —w) t+ cobw,+ @) t]

Das bedeutet: Die amplitudenmodulierte Schwingusiggleichwertig mit drei Schwingungen von
konstanter Amplitude mit den Kreisfrequenzeg) (wo — w1) und @y + ;). Die Abbildung 15 zeigt
das Frequenzspektrum:

Amplitude

Abb. 15

Der QuotientB/A heil3t Modulationsgranh. Er ist im Allgemeinen kleiner als 1.

Ein im Grunde &hnliches Phanomen ist die Uberlagg(Gummation) zweier Kosinus-Schwingungen
nahezu gleicher Frequenz undw,. Wir betrachten zunéchst den Fall gleicher Amplior
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y = Acoswt+ Acosu,t ,wobei W, =w, und w,>w, seinso
Durch Anwendung eines Additionstheorems findet iahafiir:

y:2Acos%t cosa%t

Dies ist eine Schwingung mit einer Kreisfrequerig, gleich dem arithmetischen Mittel der beiden
urspringlichen Kreisfrequenzen ist. lhre Amplituste

2Acos¥ ,

und schwillt mit der Kreisfrequenz; — w, an und ab. (Zu einer Periode der einhillenden rissi
kurve gehorerzwei Extremwerte der modulierten Schwingung. — AulRerdiehet beim Nulldurch-
gang der Amplitude ein Phasensprung vostatt, wie aus Abb. 16 zu erkennen ist.) In der siiku
wird ein solcher Vorgang als Schwebung bezeichnet.

Abb. 16

(In vielen Buchern sind die Schwebungen insofelscfa abgebildet, als der Phasensprung beim
Nulldurchgang der Amplitude nicht bertcksichtigrav)

Haben die einander Uberlagernden Schwingungen gieithe Amplituden, so entsteht eine »unreine
Schwebung« mit der Gleichung:

y = Acoswt+ B cosut
Ist zum BeispieA > B, so kann man schreiben:
y =(A- B)cosit+ Bcosyt+ B cos, i

und dann weiter &hnlich wie oben:

y =( A- B)coswt+ 2B cosf“l;wz t cog)lzwzt

Dies ist eine »reine Schwebung, die von einer 8aumg mit konstanter Amplitude Gberlagert ist.
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