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1 Gleichgewichtszustande flissiger und gasférmiger Korper

1.1 Der Druck in einem flissigen oder gasférmigen K 6rper

Auch Flussigkeiten und Gase konnen in der Mechatik homogene Kontinua angesehen und
behandelt werden. Allerdings ist zur Erklarung shuaterschiedlichen Verhaltens (auch im Vergleich
mit Festkorpern) das Wissen um ihren Aufbau auzedien, diskreten Atomen oder Molekilen
wichtig. Da die Molekdle in Flissigkeiten und Gasécht an einen festen Ort gebunden, sondern frei
beweglich sind, setzen diese Kdrper einer Veramdgrarer Form keinen Widerstand entgegen und
passen ihre Gestalt der Form ihres Gefalies an. Bassigkeiten fast nicht kompressibel sind, 1asst
darauf schlieen, dass ihre Molekile nahezu dielpiagkt sind. Dass sie andererseits aber eine
hautahnliche Oberflache mit einer Oberflachenspagrhilden und nicht — wie Gase — jeden ihnen
gebotenen Raum einnehmen, zeigt, dass zwischenMadgkillen noch betrachtliche anziehende
Krafte wirken. Gase dagegen sind leicht komprinaenbnd expandieren andererseits in jeden ihnen
gebotenen Raum und Uben auf die GefaBwande eingck Bus. Die erste Eigenschaft erklart sich
daraus, dass die Abstande der Molekile ein Viedadhrer Abmessungen betragen und zwischen
ihnen keine abstofRenden Krafte wirken. Die unbegesxpansion und der Druck auf die Wande
(auch auf die Oberflache eines im Inneren des Gheéadlichen Korpers) rihren her von der
betrachtlichen Geschwindigkeit, mit der sich dies@alekile bewegen und auf die Wande stol3en.

Auch im Innern einer FlUssigkeit herrscht ein bastter Druck, wobei (in einem Gravitationsfeld)
der durch das Gewicht der jeweils dariiber befihalic Flissigkeit ausgetibte Druck (hydrostatischer
Druck) eine besondere Rolle spielt. Die gleicheadne hat in Gasen der — naturgemaf viel kleinere —
aerostatische Druck.

Wenn wir im Folgenden sehr kleine Volumenelememteadthten, so sollen deren Abmessungen noch
immer sehr grol3 sein gegen die Abmessungen undaidbstder Molekiile, denn nur dann gibt es

einen definierten Druck. (Wenn diese Bedingung nefiillt ist, werden pro Sekunde nur noch sehr

wenige Molekille — oder auch einmal gar keine —caefOberflache treffen, und dann gibt es keinen

bestimmten Druck.)

Im Allgemeinen herrscht im Innern einer Flissigkeitd eines Gases (im Folgenden »Medium«
genannt) ein von Ort zu Ort variierender Druck, sieh auRerdem mit der Zeit verandern kann. Wir
betrachten zunachst eine Momentaufnahme des Medaodass es keine zeitlichen Veréanderungen
gibt.

Wir denken uns in das Innere des Mediums eineméteQuader gebracht, dessen Kanten parallel zu
den Achsen des Koordinatensystems seien. Dannmwakedie Begrenzungsflachen des Quaders von
aul3en der Druck des Mediums und die daraus remritien Krafte. Wenn wir von Reibungskréften
zunachst absehen, wirken die Druckkréafte senkraghdie Flachen ein, weil mangels Reibung keine
tangentialen Krafte Gbertragen werden kénnen.
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Wir betrachten zunéchst die parallel 24Achse wirkenden KraftaF; und AF,. Die zu den Kréften
gehdrigen Drucke seign undp,.

Unter der Voraussetzung, dass die Druckverteilumgeiner hinreichend groRen Umgebung des
betrachteten Punkteé® durch eine Funktiom(r) dargestellt werden kann, die stetig ist und géeti
partielle Ableitungen besitzt, gelten folgende Ubgungen i sei der Ortsvektor voR): Es ist

0
P, = p1+a—§A><,

wobei die partielle Ableitung an der Stelezu bilden ist.

Die Druckkrafte auf die betrachteten Seitenflackiad dann
op
AF, = p,AyAze,, AF,=-p,AyAze ,=- pl+a—Ax AyAze,
X
Die auf den Quader in X-Richtung insgesamt einwideeKraft ist dann

AF, =AF, +2F, = -2P avayaze, =- 2P ave,
oX oX
wobeiAV das Volumen des Quaders ist.

Analog findet man fiir die Krafte - undZ-Richtung:

y z

AF =—@AVe2, AF =—@AVe3.
0 0z

Die Gesamtkraft auf den Quader ist dann

AF =oF, +0F +0F =~ 2Pe +9Pe 1 9P o 1Ay = AV gradp.
Y ox = 0y X

Wie zu erwarten, ist die Kraft dem Gradienten ppalso der Richtung des starksten Anstiegspon
entgegengesetzt gerichtet.

Fur die »volumenbezogene Kraft«Rrgilt dann

A—~—gradp = Iimﬁ—i——gradp
AV -0 AV dV



Dividiert man die rechte Gleichung durch die Dichpteles Mediums, so erhalt man die »masse-

bezogene Kraft« iR
dF oF 1
——=—=—-—gradp.
pdV  dnm Yo
Bei Anwendung der letzten Gleichung muss berickigjciverden, dass die Dichgeeine Funktion
der Temperatur und — bei Gasen — auch eine Fun#tésrDrucks ist.

Die nachste Frage ist: Was richten diese »bezogkng&fte« aus? Anders ausgedrickt: Nach dem
Newtonschen Axiom »actio = reactioc muss es eirigegiengesetzt gleich grofRe »bezogene Kraft«
geben, die der ersten das Gleichgewicht halt. Véelsthdas?

Wenn das Medium sich nicht bewegt (statischer Zuhtekdnnen diese Krafte nur vom Gewicht des
Mediums herriihren. In diesem Fall ist das Gewid#® Mediums die Ursache des Druckanstiegs mit
zunehmender Tiefe. Wenn sich das Medium bewegtafisther Zustand), kdnnen die Gegenkrafte
auRerdem von Tragheitskraften (bei Beschleunigueg Mediums) stammen. Bezeichnen wir die
Gewichtskraft mitG und die Tragheitskraft mik, so gilt fur die volumenbezogenen Kréafte:
dG dT dF
—+—=———=gradp
av v v
und fir die massebezogenen Kréfte
dG dT aF 1
—+—=—-——=—gradp.
dm dm dan p

Bezeichnen wir den Vektor der Erdbeschleunigungyso ist @&5/dm =g, und da

d_Tz— =_d_2r
dm dt
ist, gilt
dr 1
—-———="gradp. 1
g TS pg p (1)

Das Minuszeichen bei der Tragheitskraft rihrt dadass die Beschleunigurgder Tragheitskraft
entgegengesetzt gerichtet ist.

Kennt man die Grof3en auf der linken Seite der Gleig (1), kann man grguberechnen.



1.1.1 Drei einfache Beispiele
1. Hydrostatischer Druck in einer Flissigkeit
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Hier gilt:
op_.0p _.0p
radp=pg= , oder —e+— g+— g= .
gradp=p09=p49¢€,, oder axq ay% 6z§ PI €

Durch Komponentenvergleich ergibt sich daraus:

ox a9y

Der Druckp héngt also nur vom ab, d. h. die horizontalen Ebenen in der Flussigiad Flachen
gleichen Drucks (Isobaren). Weiter folgt:

dp _dp ap
—=—2=0, 2. —=
e PY

op_d
_p:_p:pg = dp=pgdz.
0z dz

Durch Integration zwischen den Grenzen 0 medgibt sich daraus:

p(2) = pgz+p(0).
Dabei istp(0) ist der atmosphérische Luftdruck.



2. Aerostatischer Druck (Barometrische Héhenformel)
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Erdoberfliche
Da hier dieZz-Achse nach oben gerichtet ist, gilt:
dp
radp = - —=-pg.
gradp=-p096; dz Py
Bei konstanter Temperatur gilt das BOYLE-MARIOTTE4£&tz
£:£ = %:—&gp = @:—&gdz.

Po Po dz  p, P P
Durch Integration zwischen den Grenzen 0 medgibt sich daraus:

Ay,
In£=—&gz = pP=pe o

Po Po

3. Oberflache einer rotierenden Flussigkeit

Wegen der Rotationssymmetrie genigt eine zweidiropake Betrachtung:

Hier gilt:



1 dG | dT
—gradp=—+—=-ge,+w'Xe.
pg Y dm . dm g8 8
Durch Komponentenvergleich findet man:
1 @ = WX, 2 @ =p0g
0Xx 0z

Aus 1. folgt:

D :%x2 +1(2).
Aus 2. folgt dann

%:ﬂ =-pg undweiter f(z2)=-pgz+K..
0z dz
Damit ergibt sich
:%X2 -pgz+ Kl'

Wir suchen nun die Flachen gleichen Drucks, wozchadie Oberflaiche gehdrt, da hier tberall
derselbe atmospharische Luftdruck herrscht. Hiep sekonst. = K,. Damit ergibt sich:

K, :%xz—pg z+K, = z:2£x2+K.
g

Legen wir den Ursprung des Koordinatensystems mtadsten Punkt dieser Parabel, so viré O
und

2 Die hydrodynamischen Grundgleichungen
Wir greifen auf die Gleichung (1) im vorigen Kapizeiriick und schreiben sie in folgender Form:

dr 1

— =a=g-—gradp. (2)
dt P

Sie heil3thydrodynamische Grundgleichung  oder EULER-Gleichung der Hydrodynamik.

Nun betrachten wir ein in seinem Inneren bewegtksy, stromendes Medium. Der &, y, 2) eines
bestimmten Volumen- oder Massenelements ist davenFfainktion der Zeit:

x=x(), y=yt), z=z().

Seine Geschwindigkeit = dr/dt und deren skalare Komponentgnv, v, sind ebenfalls Funktionen
des Ortes und damit auch indirekt Funktionen détr. Ze

v, =V [x(t), y(t), z(t)], usw



Wenn die Stromung nicht stationdr ist, also sichLanfe der Zeit auch am selben Ort verandert, sind
die Geschwindigkeitskomponenten aufl3erdem auch telbate Funktionen der Zeit:

v, =V [t, x(t), y(t), zt)], usw
Dasselbe gilt auch fur die Komponenten der Besclidgung
_dv _ d’r
a=—=—s.
dt dt
Diese sollen jetzt ndher untersuchet werden.
Die vollstandigen Differentiale der skalaren Komenoten der Geschwindigkeit sind:

_ov ov, ov ov,

dv, Ldt+—dx+—=dy+ az,
t 0x oy 0z

dv :%dt+%dx+% dy+% dZ,
Yoot ox ay 0z

dz =2 gt + L ax+ Ve gy + Mo g
ot 0X oy 0z

Division durch d ergibt:

X — X

dt ot oxdt ay dt oz ot

ov, , 0V, ov, ov,
=X+ Xy +—Xv +—2V,  usw.
ot  ox oy ' oz

dv, _ov,  dv, dx ov, dy  dv, dz
e S . St A S S

Damit lauten di&EULER-Gleichungen der Hydrodynamik«  in Komponentenform:

_ov, , ov, ov, ov, _ ladp
&, = + VX+ Vy+ V, =0, T ——=
ot ox oy 0z £ 0X
:%+%\/X+%V +%szg —l@’ (3)
ot ox ady ' o0z Y opoy
_0v, ov, ov, ov, _ 1dp
=—L+—fy +—Lvy +—2v, =Q,———.
ot  ax dy ¥ 0z 0 0z

Der erste Summand jeder Gleichung gibt die (zedablge) Beschleunigung an, die das
Element auch dann erfahrt, wenn sich sein Ort réiolert (»lokale Beschleuniguagk«),
die Ubrigen drei Summanden geben die Beschleunigandie das Element infolge seiner
Ortsveranderung erfahrt, weil am neuen Ort das Etgnm Allgemeinen auch dann eine
andere Geschwindigkeit hat, wenn die Stromungastatiist, sich also im Laufe der Zeit
nicht verandert. Diese Beschleunigung heil3t »kotivelBeschleunigungyonv. Die linken
Seiten der Gleichungen sind also die Komponentsrve&tors

a= a1ok + Q<0nv'

mit



und

ov ov ov ov, av, av, oV ov av
a‘konv: Vx =4V, >(+Vz . Q_"' V —+V —+V — %"‘ V. L4y —Z% +Vz 2 g
0X Y oy 0z y

Die rechten Seiten der EULER-Gleichungen (3) siledkdbmponenten des Vektors
g —lgradp .
yoj
Also ist
_ _ 1
a= aIok + %onv - g_; gradp

Die Komponenten der konvektiven Beschleunigung kdnsls das Skalarprodukt zweier Vektoren
aufgefasst werden:

v ov, ny ov, Y ov, —(v Ty e 4V ) ov, +0vX +0vX - m@radv
und analog

ov ov ov
v,—~+v,—L+v,—L =v[gradv, ,
ox oy 0z Y

A oV, +V, o, +v, oV, =vigradv, .
ax Yoy 0z

Man kann daher schreiben:
A, = Vlgradv, g + v[grad/y g+ \Vlgrad, ¢

Der Differentialoperator »grad« kann als symbol&ctiektor aufgefasst werden, der auf eine dahinter
stehende skalare Funktion angewendet wird (kiarsw.):

grad=2e+2 e+ ¢
ax © 90y ° 0z
Wir wollen diesen symbolischen Vektor jetzt aus idldichen Anwendung herauslésen und auf andere
Weise verwenden. Wenn wir den Vektor »grad« skaiadem Vektowv multiplizieren und dabei die
fir Vektoren geltenden Rechenregeln anwenden,terhaiir:
vigrad=(ve +v, e +v, ) > e+ et gl=y 2ty S4y
Y ax = dy ox Yoy ‘oz
Multiplizieren wir dieses »Skalarprodukt« — dasesi skalaren Differentialoperator darstellt —
wiederum skalar mit dem Vektor so ergibt das:

(vigrad)v= vxi+v i+vZi V= vxi+v i+vZi (vxq+v g+V, g).
ox 'oy ‘0z ox 'oy ‘oz Y



Fuhrt man die beschriebene Differentialoperatiosy ao erhalt man neun Produkte, von denen jeweils
drei denselben Einheitsvektor als Faktor haben:

ov, ov ov
(vigradv=| v, 0y, +v, o, +V, v, g+ v, —2+v,—2+v,— | ¢
0x oy 0z 0x oy 0z

N Vavz+v 6vz+V% e
*ox Yoy ‘oz )

Das Ergebnis ist identisch mit dem Vekéf.,.
Byon = (VIGrad v
Damit lautet diEEULER-Gleichung in Vektorform:
%+(v@rad)v= g—% gradp
und fur eine stationare Stromung
(vgrad)v= g—% gradp

Der Vektorg — die Gravitationsfeldstarke — kann nun noch abd@nt des Gravitationspotentiabs
dargestellt werden:
g=-grad®,

Womit sich schlielich ergibt:

ov 1
—+(vlgrad)v=- grad®? —— gra
5 F(vioradv=-g 59 ®
und fur eine stationare Stromung
(vigrad)v=- grad:b—% grag

Diese hydrodynamische Grundgleichung wird ergéoetideine zweite Gleichung, welche die
Massenanderung eines Volumenelements betrifft.

Die Masse in einem eines beliebigen Volum¥rdes Mediums ist

mszdV,
\Y

Und die Anderungsgeschwindigkeit dieser Masse ist

dm 0
= av
dt atjvp

Die in dem (als konstant betrachteten) Volumen thalitene Masse kann sich nur durch Zu- oder
Abfluss von Materie durch die Begrenzungsflachel#sachteten Raumteils &ndern. (Das Vorhan-
densein von Quellen im Innern sei ausgeschlosBéa Anderungsgeschwindigkeit der Masse bei
ausstromender Materie ist

10



wobei v der Geschwindigkeitsvektor undAdder nach auf3en gerichtete Normalenvektor eines
Flachenelements ist ist die das VolumerV einschlieRende Hulle. Unter Berlicksichtigung des

Vorzeichens ist dann
0
vdA=— av.
A \%

Nach dem GAUSS-Integralsatz ist

(P pvdA=j div(pV)dv,

jdiV(pV)dV:_%j oV,
\% \%

Bei Anwendung auf ein einzelnes Volumenelemanedjibt sich daraus

. 0
dlv(pv):—a—f.

und daher

Diese Gleichung heiliontinuitatsgleichung.
Fur inkompressible Flussigkeitem £ konst.) vereinfacht sich die Kontinuitatsgleioguwzu
divv =0.

In Koordinatenschreibweise lauten diesen beideic@lagen

o(ov) ,3(pv) a(ov) _ o .
ox oy 0z ot |

Nach den Gesetzen der Vektoranalysis ist
vxrotw = grad v, (w) - ( vgrad w

wobei der Index bedeutet, dass der so indizierte Vektor bei défefintialoperation als konstanter
Vektor zu behandeln ist. Fiar=v folgt daraus

vxrotv=grad v, ) -( vgrad v=1 grad —( v grga
und

(vgradv=1 grad? - vx rov
Dies in die hydrodynamische Grundgleichung fir eitagionare Stromung eingesetzt ergibt

1gradv® —vx rotv= g—% grag

11



Diese Gleichung wird erheblich vereinfacht und vimtigeh leichter integrierbar, wenn im ganzen
Raum rotv = 0 ist (wirbelfreie Stromung). Das werden wir imlgenden voraussetzen.

3 Stationdre Strdomungen

Bei stationaren Stromungen ist das Strémungsfeddbli@ngig von der Zeit.

3.1 Stromlinien und Bahnlinien

Stromlinien sind gedachte Linien in einer Stromung, deren Tamgedie Richtung der Geschwin-
digkeit der stromenden Teilchen im jeweils betratdmnt Punkt haben.

Die Bahnlinie eines Teilchens dagegen ist die Kurve, die dacheil im Laufe der Zeit durchlauft.

Bei einer stationaren Strémung sind die Stromlirdeitunabhangig; die Bahnlinien und die
Stromlinien fallen zusammen.

Bei nicht stationaren Stromungen verandern sictsthemlinien im Laufe der Zeit standig. Daher
sind Stromlinienbilder dann nur Momentaufnahmen kbialden keine den Augenblick Gberdauernde
Bedeutung. Auch die Bahnlinien andern sich im LaldeZeit, aber immerhin gelten sie fir jeweils
ein bestimmtes Teilchen fur die Zeit seiner Bewegam Stromungsfeld.

3.2 Die BERNOULLI-Gleichung

Wir betrachten die zuletzt abgeleitete Gleichurnrggitie stationare Stromung und setzergfisieder
— grado:

1gradv? -vx roty = - gra@—% grag (1)

Fur inkompressible Flissigkeitem £ konst.) gilt
1gradp = gradE
Y Y

und damit
grad® +l gradp = grad + graa = gr%d? +£j
P P P
Dann wird aus Gleichung (1):
Lgradv’ -vx rotv=- graﬁcp +£)
Yo,
Wir multiplizieren die Gleichung mitrdund integrieren sie zwischen zwei PunkigrundP des
Stromungsfeldes:
P P P
%j gradv? o —j (vx rov) d :—I graécp +£j d (2)
R R R '0

Fur die Integration des Gradienten einer Funktigx y, 2) nachr gilt:

12



I gradJ d:J. (a_uel+a_ue2+aa_LZJ%](d(q+ d e+ & g)

0X oy
= a—Ud +6—Ud +—d e U(r,)-u(r,).
. 16)4 oy .

da der Integrand das vollstandige Differentidldier FunktionJ ist.

Folglich wird aus Gleichung (2):

P

P
%|v2| —|vxrotv|" :‘¢>+£
R R Yo,
Nehmen wir die Integration l&angs einer Stromliniglso Uberall in Richtung des Geschwin-
digkeitsvektors vor, dann ist auf dem ganzen Weg

R

(vxrotv) Odr und daher (vx rot)0 d=0

Dann gilt:

2
V—+¢+ P_Yo +¢0+&_

2 p 2 Yo

Das bedeutet: Die linke Seite der Gleichung hatabhangig von der Lage des Puni®esuf der
Stromlinie — immer denselben Wert, ist also langs$tromlinie konstant.

Diese»BERNOULLI-Gleichung« gilt (Iangs einer Feldlinie) fur jede Art von statéren Strémungen,
fur wirbelfreie und nicht wirbelfreie. Der konstantVert ist dabei im Allgemeinen von Stromlinie zu
Stromlinie verschieden. Ist die Strémung wirbelfekih. ist im ganzen StromungsgebietwetO, so
ist das zweite Integral auf der linken Seite degi€dlung (2) auch dann null, wenn die Integration
nicht langs einer Stromlinie erfolgt. Das heil3te@ben genannte Summe ist bei Wirbelfreiheit im
ganzen Strémungsgebiet konstant.

Der Umkehrschluss von der Konstanz der Summe aulibelfreiheit des Gebiets ist nicht
unbedingt zulassig, daparallel zu rot/ sein kénnte und daher das Vektorprodukt null wébgyohl
rot v nicht null ist. Wohl aber kann geschlossen wer@&ammt die Stromung aus einem wirbelfreien
Gebiet, in dem die oben genannte Summe fir al®imien denselben Wert hat, dann bleibt die
Stromung im ganzen Raum wirbelfrei.

3.3 Wirbelfreie stationare Stromungen

Nach einem Satz der Vektoranalysis kann der Fetdveknes wirbelfreien Feldes stets als Gradient
einer OrtsfunktiorJ dargestellt werden. Die Funktidhheil3t Potentialfunktion des Feldes.

In einem Stromungsgebiet mit dem Feldvektdn dem Uberall rot = 0 ist, lasst sich demnagtals
Gradient einer Funktiob darstellen, die Geschwindigkeitspotential(funkjigenannt wird. Es ist
dann

v=gradJ
Damit lautet die Kontinuitatsgleichung fur inkompséble Flissigkeiten:

divv=divgradJ = 0.

13



In der Koordinatendarstellung ist

: (0 0 0 oUu _ ouU oU ) _ 90U  oU  oU
divgradd =| —e+—e+—¢g|[l-— g+— e+— ¢g|=—F+—+—.
0x ay 0z 0X oy 0z ox~ o0y° o0z
Mit dem »LAPLACE-Operator«
0>  9°>  0°
[ E i B
ox* ay® 0z’

kann die Kontinuitatsgleichung so geschrieben werde
divgradd =AU = 0.

Jede Funktiot, welche demLAPLACE-Differentialgleichung«U = 0 geniigt, kann also das
Geschwindigkeitspotential einer wirbelfreien Stramgwarstellen.

Unter den zahlreichen LOsungen dieser Differen&dbung muss von Fall zu Fall diejenige
bestimmt werden, welche den jeweiligen physikakscisegebenheiten — den Randbedingungen
entspricht. Dann kann durch Gradientenbildung dascBwindigkeitsfeld berechnet werden. Zur
anschlieBenden Ermittlung der Druckverteilung witdnn die hydrodynamische Grundgleichung
benutzt.

3.3.1 Beispiele:

1. Die kugelsymmetrische Strémung

Die einfachste nicht-triviale rdumliche Potentigdstung (das ist ein Strémungsfeld, dessen
Geschwindigkeitsvektor ein Potentldlhat) ist eine kugelsymmetrische Stromung, beildl@ur von

r abhangt:
U=U(r), wobei r=yx*+y*+2z°.
Es soll nun
2
AU = ouU +02U +62U
x> oy* 0z°

berechnet werden. Es ist

U _duor_dJx

ox dr ox drr’
0V _9(dyx)_dUoarx, dJax
ox? ox\drr

T drZoxr o oxr’

drrr dr r? a?r> o r?

X
dU xx dJ r_x?:dZUx_erErz—x2

Analog findet man
U _dUy Uiyt 0U_dUzt, Wtz
ay? dr®r? dr r® ' 9z &?r? o r?

14



Damit ergibt sich

U +62U +62U _dU x2+y2+22+£r2—x2+r —y%rrz?

AU =

o oy 0z dr? r2 dr re
_dU 2
dr? r dr

Durch Einsetzen in die LAPLACE-Gleichung ergibttsic

2
dU,2d)

AU =—
dr r dr

Wie man durch Ableiten und Einsetzen bestatigem kst

A
U=—+B
r
eine Losung der Differentialgleichung, und zwar dilgemeine Lésung. Durch Gradientenbildung
erhalt man daraus
A _
_3 r =

v=gradl = gracEé+ Bj =-
r r r

wobeirg der Einheitsvektor in der Richtung voinst.

Die Stromung verlauft also — je nach dem VorzeichemA — radial nach auf3en oder innen. Im ersten
Fall muss sich inO eine Quelle befinden, im zweiten Fall eine Senkeée Ergiebigkeit
(die »Schittung«) \ddt der Quelle bestimmt die Konstanfe Die Ergiebigkeit ist gleich dem
zeitbezogenen Flussigkeitsvolumen, das durch dierf@iche einer Kugel ur® nach aul3en stromt,
und dies ist

v Arrr®v=-41A,
dt
woraus folgt
_ 1 ov
T Amd

Die KonstanteB ist fur die Strémung belanglos, da sie bei derdi&enbildung wegfallt. Sie hat
aber Einfluss auf das Potential der Stromung. Wean dieses — wie Ublich — so normiert, dass es im
Unendlichen null wird, isB = 0.

Interessant ist die vollkommene Analogie zum els&hren Feld einer Punktladung.
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2. ZerreiRen eines Flissigkeitsfadens

Wenn aus einem Wasserhahn ein Flissigkeitsfadetritausvird er wegen der zunehmenden
Geschwindigkeit zunéchst dinner und zerreil3t SBlidie in einzelne Tropfen. Dieser Vorgang soll
genauer betrachtet werden. Aus der BERNOULLI-Glenghfolgt

pv’

=—po-£2
p=-p®-=

Fur eine ruhende Flissigkeit dagegen lautet dielag:
Pstat = ~P P.

Der Index »stat« soll darauf hinweisen, dass ésdabei um den hydrostatischen Druck handelt. In

die obere Gleichung eingesetzt ergibt:
2

ﬂ

p= pstat_ 2

Das bedeutet: Der hydrodynamische Drypcist ump v?/2 kleiner, als der hydrostatische Druck an
derselben Stelle ware, wenn sich die Flussigkeihtnbewegen wirde. Er nimmt mit zunehmender
Geschwindigkeit ab. Da Flussigkeiten keinen Zughalien kdnnen, ohne zu zerreil3en, darf der
hydrodynamische Druck nicht kleiner als 0 werdeenw die Flussigkeit nicht zerreil3en soll. Der
hochste zulassige Wert fur die Geschwindigkeitiesnhnach

Vmax = 2 pstat.
\ »

3. Das Theorem von TORRICELLI

Ein Gefal? sei bis zur Hohe mit einer Flissigkeit der Dichte angefillt. Im Boden des Gefalies
befinde sich ein Loch, dessen Querschnitt sehn kitigegeniber der Oberflache der Flissigkeit im
Gefal3. Gesucht ist die Geschwindigkeit, mit derFdiessigkeit ausstromt.

h

16



Da an der Oberflache der Flussigkeit tberall dbes&ruckp, (der Atmospharendruck) herrscht, die
Flussigkeitsteilchen alle dieselbe Geschwindigkepraktisch gleich 0) haben und sie au3erdem in
derselben Hohb liegen, hat fur alle Punkte der Oberflache die Bem

2
V_+¢+£

0

denselben Wert. Setzen wir das Poterfiam Boden des GeféalRes gleich 0, dann ist es an der
Oberflache gleicly h. Wegenv = 0 hat die Summe dann den Wert

gh+22,
Yo,

wobeip, der atmospharische Luftdruck ist. Aul3erdem ist@ebiet der Oberflache wirbelfrei. Da die
Summe langs einer Stromlinie ihren Wert behalt, sniiserall rot v null sein. Wir kénnen also die
BERNOULLI-Gleichung anwenden. In der Ebene der Ofip unten ist die Geschwindigkeit der
Druck ebenfallg, und das Potential 0. Also ist

2

Y i P gh+& = v=,/2gh.
2 p Jo

Das Ergebnis entspricht dem Energiesatz: Wenn w@ervVolumem\V austritt, verschwindet an der

Oberflache eine gleiche Menge. Die Flussigkeitsheih, die unten austreten, haben dieselbe

Geschwindigkeit, als wenn sie die Hdh&ei durchfallen hatten. Fir die oben verschwirtien

potentielle Energie tritt unten der gleiche Betaagkinetischer Energie auf.

4. Prinzip der Wasserstrahlpumpe

Wir betrachten ein sich in der Mitte verengendesiriRdas wirbelfrei von einer Flussigkeit durch-
stromt wird.

Das Gravitationspotential sei fur die drei Quersitlr,, A; und A, gleich oder (bei senkrechter
Anordnung) annahernd gleich. Anwendung der BERNOLGleichung auf die Querschnitfg und
A, liefert:

%(Vg _V22) _ pz;po'

Da die Flussigkeit nicht kompressibel ist, gilt:
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VOA) = V2A2’
womit man schlielich erhalt:

2
P, = B =§V§£%_1j'

WennA, >> Aq ist, dann ist (erst rechpy >>p,. Wenn die Flussigkeit in die Atmosphéare ausstrisht,
p> gleich dem Atmospharendruck uipd sehr viel kleiner als dieser. Bohrt man die Réaneder
engsten Stelle an, so saugt die vorbeistromendssigkeit dort Luft an.

3.5 Zweidimensionale stationdre Stromungen

Zweidimensionale stationdre Stromungen inkomprésstissigkeiten stehen in einem interessanten
Zusammenhang mit den Funktionen einer komplexerantgrlichen, die in der Funktionentheorie
behandelt werden. Dieser Zusammenhang soll zundahgtstellt werden.

Unter einer Funktiomv(z) einer komplexen Variablen=x + iy versteht man eine Funktion der beiden
Variablenx undy, in derx undy nur in der der Verbindung ¢ iy) vorkommen.

Die partiellen Ableitungen der Funktiemnachx undy sind dann

—————— A=:w'(z),
ox dzox dz
ow_dwoz _dw, _. w(2).
oy dzody dz
Ein Vergleich zeigt, dass
ow =i a—W (3)
dy  ox
Die Werte, welche die Funktiom annimmt, sind selbst wieder komplexe Zahlen, diedmeinen
Realteil und einen Imaginarteil zerlegen kénnen:
W(z) = g(x, y) +ig(x.y).
Die Gleichung (3) kann dann wie folgt geschriebemden:
%+|a_w =j (%ﬂ a_l//j :—a_l//+i %’
ady oy ox  0X ox  0X
woraus folgt:
99_ % 41y und 2¥-92 2 4)
ady  0x dy Ox

Differenziert man (4.1) partiell naghund (4.2) partiell nack, so erhalt man

ﬁ = —ﬂ und ﬂ = ﬁ
ay>  dyox oxdy ox*

Nach dem Satz von SCHWARZ ist bei Stetigkeit dedée Ableitungen
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dyox oOxoy
und daher

Ay’
Auf analoge Weise findet man:

0y Oy _

x> oy’

Diese beiden LAPLACE-Differentialgleichungen besagdass sowohp(x, y) als auchy(x,y) die
Funktion des Geschwindigkeitspotentials einer zimggthsionalen Strémung sein kann.

Multipliziert man (4.1) und (4.2) mit einander, sdalt man:

%a—w+%a—w=0 oder gragpUgragh= (
0x 0x 0y oy

Das bedeutet: Die Kurven= konst. undy = konst. stehen in jedem gemeinsamen Punkt auféara
senkrecht (sie sind »Orthogonaltrajektorien«). Jtebeiden Kurvenscharen kann als die Schar der
Stromlinien aufgefasst werden, die jeweils andsredann die Schar der Aquipotentiallinien (oder
Niveaulinien) des Geschwindigkeitspotentials.

Zusammenfassung: Sowohl der reelle wie der imaginére Bestandteikeibeliebigen Funktion

einer komplexen Veranderlichen kann als Geschwiadigpotentialfunktion einer zweidimensionalen
stationdren Flussigkeitsstromung angesehen weiBlemmachten wir den reellen Teil, so sind die
Kurven ¢ = konst. die Niveaulinien und die Kurven= konst. die Stromlinien, und umgekehrt. Man
erhalt also mit jeder Funktion einer komplexen Velgxlichen gleich zwei mogliche Stromungsfelder.

Nun gibt es in der Realitat zwar keine ebenen Sirigan, aber es gibt Stromungen, die in parallelen
Ebenen vollig gleich verlaufen, bei denen also @Gieschwindigkeitv und das Potentiap nur
Funktionen vorx undy sind.

3.5.1 Beispiele:

1. Ebene Quell- und Zirkulationsstromung

Es sei
w(2) =alnz=aln(x+iy),

wobeia eine Konstante isBetzen wir
aln(x+iy) =g +iy,

dann ist

Al AN U (4 (4
X+iy=e 2 =e3e? =ea(cosﬂ+ isinﬂJ:ea cos‘e+ @2 silfili
a a a a

Also ist
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4 [4
xzeacosﬂ und y=e? silflli = Y= tag
a a X a

Ferner ist
2¢

— 2
X’+y’=ed = —¢=In(x2+y2):lnr2 = ¢=alnr.
a
Furw = konst. ist dang = c x; fiir ¢ = konst. istr = konst.

Wir erhalten also einerseits eine Schar von Gerddech den Ursprung, andererseits eine Schar von
konzentrischen Kreisen uf. Betrachten wir die Geraden als Stromlinien, dwken wir das ebene
Gegenstiick zu der friiher betrachteten Kugelstromig Kreise sind dann die Niveaulinien des
Geschwindigkeitspotentials.

Wir kbnnen aber auch die Kreise als Stromlinierrdadtten. Wenn wir den Nullpunkt durch einen
kleinen Kreis um ihn herum ausschlieRen, ist daggélGebiet wirbelfrei. Die Flissigkeitsteilchen
bewegen sich allerdings im Kreis herum und dasenimtegral der Geschwindigkeit Uber einen
solchen Kreis oder Uber eine andere geschlossens Wim O ist nicht null. Eine solche
»Zirkulationsstromung« findet sich zum Beispiel l#n magnetischen Feldlinien eines langen
Leiters.

1. Fall; Quellstréomung

Das Geschwindigkeitspotential der Stromunggseia In r. Dann ist:
v =gradp =grada In)= graéa Idx2+y2)
:di(aln X+ yz)el +d£(aln\/x2+ yZ) Y
X y

i(ﬁeﬁzezj:g :

Deutung: Die Geschwindigkeit der Stromung ist vOnradial nach aul3en oder innen gerichtet.
Folglich muss sich i© sich eine Quelle oder Senke befinden. lhre Ergladit ist gleich der auf die
Zeit bezogene Flache, die durch einen KreisQumndurch stromt:

d—A:2mv:27Ta.
dt

2. Fall: Zirkulationsstrémung

Das Geschwindigkeitspotential der Stromung seigenarctany/x. Dann ist

v =grady = % arctan)% g +i arctaé €

dy
_ a y X _
= yz(_?eﬁ?%j—szryz(—YQ“LX %)-
1+
X
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Der Geschwindigkeitsvektor steht also auf dem Radiltor senkrecht; sein Betrag ist

a [ a
= + =,
y X“+y

Das Linienintegal tiber-ds langs einer beliebigen geschlossenen Kurve, dieRdmktO umschliel3t,
hat denselben Wert wie das Linienintegral Uberreldesis umO, namlich

@vms:EZm = 2mia.
r

3. Ebene Parallelstrémung
Wir betrachten nun die sehr einfache Funktion
W(zZ) = z=Xx+ly.
Hier ist
p=X, Y=y.

Die Kurveng = konst. haben die Gleichuixg= konst.; die Kurveny = konst. haben die Gleichung
y = konst.

Wir haben also, je nach Interpretation, eine Palsitomung parallel zux-Achse oder parallel zuf-
Achse. Die Niveaulinien sind dann die jeweils aedg€urvenschar.

4. Umstromter Kreiszylinder

Wir betrachten die Funktion

w(z) :AZ+E,
z

wobei A und B positive Konstanten seien. Ausflilirigeschrieben ist

. . B(x-iy)
w=A(X+iy)+ =A(X+Hy)+——F~
(eriy) sy ALY =
Es ist daher
_ B x _ By
¢_AX+X2+y2’ ‘/l Ay+xz+y2'

Wenn wirg = konst. als die Gleichung der Niveaulinien anselmedy = konst. als die Gleichung der
Stromlinien, dann ist wegen= gradyp

Fur x —» o geht offensichtlichv, - A und v, — Odas heil’t, die Stromung verlauft im Unend-

lichen parallel zuX-Achse. Betrachten wir nun die Stromlinie rait 0. Deren Gleichung ist
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B |-
y(A X2+y2j_0'

Diese Gleichung wird erfillt durch die Funktionen

y=0 und x2+y2=§

Die erste Gleichung stellt d-Achse dar, die zweite den Kreis mit dem Radius =~+/B/ A. In

den Kreis dringen keine Stromlinien ein, denn sowach nur ein wenig von null abweicht, verlauft
die dazu gehorige Stromlinie auRerhalb des Krelded.dort, wo dieX-Achse auf den Kreis trifft, ist
die Strémungsgeschwindigkeit null. Wir kdnnen daten Kreis durch einen Festkdrper ersetzen,
ohne dass sich am Stromungsverlauf etwas anderth&Wen somit einen ebenen Schnitt durch eine
raumliche, urspriinglich parallele Stromung vor unsdie senkrecht zu den Stromlinien ein Kreis-
zylinder eingebracht wurde.

/_\
/\

— N —
T

4 Wirbel- und Zirkulationsstrémungen

4.1 Zirkulation

Unter der Zirkulation/” eines Feldvektors langs einer geschlossenen Kui®@eversteht man das
Linienintegral Gber diesen Vektor langs der Kurve:

Zirkulation /~ = (j)v ds.

C

Nach dem Satz von STOKES besteht zwischen der [Aitkn und der Rotation eines Vektors
folgender Zusammenhang:
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@vms:‘[ rot vid A
A
C

Dabei istA eine beliebige Flache, deren Umrandung die K@vist. (Die FlacheA muss jedoch
»einfach zusammenh&ngend« sein, d. h. sie daréinereinzige Umrandung haben. Es darf also im
Innern kein Flachenstiick herausgeschnitten woreéan)sDas Integral Uber ratdA heil3t Wirbel-
starke. Also qilt:

Die Zirkulation des Feldvektors langs einer geschlo ssenen Kurve ist gleich seiner Wirbelstéarke
in der von der Kurve umschlossenen Flache.

4.2 Der Satz von THOMSON Uber die Erhaltung der Zir  kulation

Da die Stromlinien in einer Stromung einander nidg¢rschneiden, bleiben Flissigkeitsteilchen, die
zu irgendeinem Zeitpunit benachbart sind, standig benachbart, solangdiassifkeit nicht zerreif3t.

Wir betrachten nun eine geschlossenen Kutgein einer Stromung, die zur Zeiy aus lauter
benachbarten Teilchen gebildet wird, eine so geteasmaterielle Kurve«. Zu irgendeiner Zeit
bilden diese Teilchen noch immer eine geschloskemee C, die allerdings eine véllig andere Gestalt
alsC, haben kann.

Cy
s

Der Satz von THOMSON Uuber die Erhaltung der Zirkiola besagt nun, dass

(ﬁv@is:¢ vld s= konst
Co [

wenn die wirkenden dufReren Kréfte (das sind i.id Gravitationskrafte) ein Potential besitzen.

4.3 Die HELHOLTZ-Wirbelsatze

Wir betrachten nun das Feld des Vektdfs= rot v, wobeiv der Geschwindigkeitsvektor einer
Flassigkeitsstrémung ist. Die Feldlinien des Ve&tursind dann die Kurven, deren Tangenten in
jedem Punkt die Richtung von rohaben, also die Richtung der Drehachsen der gkeissteilchen.

Diese Feldlinien nennen wir »Wirbellinien«.
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Da nach einem Satz der Vektoranalysis stets div ro0 ist, gibt es in der Flussigkeit keine Quellen
oder Senken der Wirbellinien, also Stellen, in den#irbellinien beginnen oder enden. Die

Wirbellinien sind also entweder geschlossene Lirdder sie beginnen oder enden (im Falle einer
begrenzten Flussigkeit) an den Grenzflachen.

Eine schlauchartige Flache, deren Oberflache vorb&Vinien gebildet wird, heil3t »Wirbelrohre«.
Eine Wirbelréhre von so geringem Querschnitt, dagsihm rotv als konstant angesehen werden
kann, heil3t »Wirbelfaden«. Die Wirbelstarke einegbéifadens ist dann einfach das Produkt aus
seinem Querschnitt und dem Betrag von ret

Die Wirbelstarke eines Wirbelfadens und einer Windiiee ist lAngs des ganzen Fadens bzw. der
Rohre konstant.

Beweis: Da im Innern der Wirbelrohre keine Wirhalin entstehen oder enden konnen, auch keine
Wirbellinien die Seitenflachen durchdringen odertdemden, bleibt die Anzahl der Wirbellinien in
einer Rohre unverandert.

AulB3erdem gelten folgende Séatze:
Eine Wirbelrohre besteht immer aus denselben Fjksgsteilchen.

In einer reibungslosen Flussigkeit sind die Wirtigleen der Wirbelréhren auch zeitlich konstant.

4.4 Das BIOT-SAVART-Gesetz der Hydrodynamik

Der durch den Satz von STOKES ausgedriickte Zusahamgrzwischen v und rot v ist nicht nur ein
quantitativer, sondern ein »kausaler«: Eine Widlale erze u gt um sich herum ein Stromungs-
feld, dessen Zirkulation gleich der Wirbelstarke @érbelrohre ist. Ist der Vektor rot v als Funktio
des Ortes gegeben, so lasst sich im Prinzip daasiStromungsfeld berechnen.

Der einfachste Fall ist das Feld eines einzelnerb#fadens der Wirbelstarké Hier gilt (wegen
rot v = konstant langs des Querschnifts

rotvjq=1/".

Das Problem ist vollig analog der Berechnung degnatischen Feldes eines dinnen Leiters, in dem
ein Stroml fliel3t. Hier lautet die entsprechende Gleichung:

rotH|g=1.
Fur das magnetische Feld aber ist die Losung békann

I dsxr
- —,

4m), r

woraus geschlossen werden kann, dass fur den @eltaeines einzelnen Leiterelements zur
Feldstarke gilt

| dsxr
3

dH =—
4T r

betragt. Entsprechend gilt dann
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[ | dsxr und O}\/:Ldsxr.
4 r

5 Schallwellen in Flussigkeiten und Gasen

Bei der Ausbreitung von Schallwellen in Flissig&ait und Gasen sind die auftretenden
Teilchengeschwindigkeiten und Dichteanderungen Bonk dass alle Produkte dieser GréRRen
vernachlassigt werden konnen. (Dies gilt nichtdiér Ausbreitung von Schockwellen, wie sie z. B. bei
Explosionen entstehen.) So kann in der EULER-Gleighvon dem Term (v grad)v abgesehen
werden. Auch die Wirkung auRerer Krafte (Schwetkrdfann vernachlassigt werden. Damit
vereinfacht sich die EULER-Gleichung zu:

ov 1
— =——gradp. 1
& o gradp (1)
AulRerdem bendtigen wir die Kontinuitatsgleichung:
. 0p
div(pv)=—-— 2
(ov) =7 @

Nun fehlt uns noch eine Beziehung zwischemnd p. Hier bietet sich zunachst wieder das fur
konstante Temperatur gultige BOYLE-MARIOTTE-Gesatr, das jedoch zu falschen Ergebnissen
fuhrt, so z. B. zu einer Schallgeschwindigkeit iaftLbei 0 °C von ca. 280 m/s. Erst LAPLACE
erkannte, dass wegen der Schnelligkeit der Druekackhungen im Medium kein Temperatur-
ausgleich stattfinden kann und der Vorgang nichktisbtherm, sondern als adiabatisch angesehen
werden muss. Das einschlagige Gesetz lautet dann:

K
P (ﬁj o=l
Pn \ Pm G
Dabei bedeutemp,, und g, die Mittelwerte vonp und p. cp und ¢, sind die spezifischen Warme-
kapazitaten des Gases bei konstantem Druck bzvgtdater Temperatur. Wir setzen nun

£::1+a,

P
wobei 1+ = 1+o(X, V, z t) die relative Abweichung der Dichte vom Mittelwést. Damit wird

(ﬁ) =(1+0) =1+ko.
P

Daraus folgt:
gradp = p,« gradr
und mit
P =P

igradp ~PnX graar
P P

m

In die vereinfachte hydrodynamische Grundgleich{@gingesetzt ergibt:
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ov P, K
— =——"—grado 3
m g ®3)

m
Aus Gleichung (2) wird mit den entsprechenden Vehiéssigungen:

de:—gg.
ot
Zur Eliminierung vorv wird diese Gleichung nochmals nadttifferenziert
2
idivv = —a—g,
0 ot

und von Gleichung (3) die Divergenz gebildet (dieitfenfolge zeitlicher und 6rtlicher Ableitungen
darf vertauscht werden):

idivv:—&divgrada.
ot Pr

Also ist

_ Pn OO0

divgrado = Ao —_—
J p,k Ot

Dies ist eine (POISSON-)Differentialgleichung irwelches (siehe oben) angibt, um wie viel die
relative Abweichung der Dichte vom Mittelwert vondifferiert. Eine Losung dieser Differential-
gleichung ist eine sich u@ mit der Phasengeschwindigkeit

V= P&
P
ausbreitende Kugelwelle. Die mittlere Dichte ishperaturabhangig:
-
P 1+y 9’

wobeipydie Dichte bei 0 °Cy)= die Celsius-Temperatur upd: 1/273 Grad ist.

Damit ergibt sich schlielich:

Pk (1+ 19)
£o .
Da die Dichtepy dem mittleren Druck proportional ist, ist die Skdp@schwindigkeit vom Druck
unabhangig.

6 Hydrodynamik zaher Flissigkeiten
6.1 Einfache lineare Laminarstromung; das HAGEN-POI  SSEUILLE-Gesetz

Von einer Laminarstromung spricht man, wenn siah Fllissigkeit in Schichten mit verschiedener
Geschwindigkeit unterteilen lasst, die aneinandebeigleiten. Infolge der inneren Reibung sucht die
schneller flieBende Schicht die angrenzende langsanmitzunehmen und zu beschleunigen.
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Umgekehrt wirkt die langsamere Schicht auf die stlere verztégernd, wobei wieder »actio =
reactio« ist. Fur diese Krafte hat schon NEWTONeeffnnahme gemacht, die sich als richtig
erwiesen hat: Jede der beiden Krafte ist propaatiader GréRRe der Beritihrungsfliche A und
proportional dem Geschwindigkeitsgefélle senkrecintStromungsrichtung.

Im einfachsten Fall (lineare Laminarstromung) veftidie Stromung geradlinig, z. B. parallel aér
Achse. Nimmt die Geschwindigkeit v in Richtung gmsitivenZ-Achse zu, so ist der Betrag der
(Tangential-) Kraft zwischen zwei benachbarten Sutein

dv

F=nA=.
X,7dz

Der Proportionalitatsfaktor heifldt Zahigkeits- oder Viskositatskoeffizient éiissigkeit.

Wir betrachten nun die in Richtung der positivéf\chse gerichtete laminare Strdomung in einem
Rohr von konstantem kreisformigem Querschnitt.

F,

— \

F LU
. 1
ll
[ |
',
LI |
LN
LY,

Als Volumenelement nehmen wir einen Hohlzylinder Hangel mit den Radienmr und r + d. Da
nach innen benachbarte Schicht hat eine grolRereh@asligkeit und Ubt daher eine Kraft in
Richtung der X-Achse aus:

dv
FE=-nl2mr—. 1
L= nl2nr (1)

Durch das Minuszeichen wird bertcksichtigt, dag&lrdnegativ ist , weil die Geschwindigkeit mit
zunehmendem abnimmt.

Die aul3en angrenzende Schicht dagegen ist langsardevirkt auf das betrachtete Volumenelement
hemmend. Die von ihm ausgeulbte Kraft ist

2
FZ:/7I2n(r+dr)(%+%drj, (2)

wobei bertcksichtigt wurde, dass sich auf der ®&at auch das Geschwindigkeitsgefélle gedndert
hat. Es ist~, < 0 und dem Betrag nach groRer BisHerrscht an einem Ende des Rohres der Druck
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p;, am anderen Ende (d. h. am Ausfluss) der Duglso ist die Summe der an dem Hohlzylinder
angreifenden Druckkrafte unter BerlcksichtigungeihRichtung 2 r dr (p; 9g). Im stationéren
Zustand dient diese Kraft nur dazu, die Resultideeder Reibungskrafte; + F, zu kompensieren.
Unter Berlcksichtigung des Vorzeichens ist also:

F+F,==27rdr(p,— p,)=-2rr & Ap,

Setzt man auf der linken Seite die Werte Fgrund F, aus Gleichung (1) und (2) ein, so erhalt man
unter Vernachlassigung von Gliedern héherer Ordnung

dv  div
| 27dr| — 41—
7 [dr der

dv dv)_ df o
—+r— |=—|r— |
dr dr a{ o

Gleichung (3) kann leicht integriert werden:

==2mrdrdp = /7I—OI rE =-rlp, 3)
a{ o

weil

2
r@:_Apr iCc = dv__Apr C.
dr 211 dr 7l r

Nochmalige Integration liefert:

2
V:_Aprl +ClIinr +D.

an
Bestimmung der Integrationskonstanten:

1. Furr =0 (d. h. in der Achse) mus®ndlich bleiben, also mugs= 0 sein.
2. Furr = a (d. h. an der Rohrwand) muss 0 sein, da die Flussigkeit erfahrungsgeman ai\@ad
haftet. Daraus folgt:

2

Apa
4an|

und somit

v=EP (a2 —rz).
anl
Die Starke des Stromes durch das betrachtete Volklement ist

dl =2mrvar :A—p(az—rz) 2mr o
anl
Die Integration Uber den Querschnitt des Rohreiberg

a 4
I :j H(az—rz)rdr:”Apa .
o 2nl 8nl

Dies ist das HAGEN-POISSEUILLE-Gesetz. Beachtlist) dass unter sonst gleichen Bedingungen
eine Verdoppelung des Rohrdurchmessers zur 16+iabDliechflussmenge fuhrt. Erwdhnenswert ist
noch das »parabolische Geschwindigkeitsprofil« mhiR
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