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1 Zahlpfeile

Zur Berechnung elektrischer Stromkreise hat sieh Einfuhrung von Zahlpfeilen bewaéhrt, die an
einem einfachen Beispiel erlautert werden sollen:

Links ist eine Gleichspannungsquelle mit der QumsimnnungU,, rechts ein Schaltungselement

(»Widerstand«), das nur einen Ohmschen Widers®ahdt. Der Ohmsche Widerstand der Leitungen
und der »innere Widerstand« der Spannungsqueks sernachlassigbar klein. Gleiches soll fur die
Induktivitat und die Kapazitat der Leitungen gelté®ollte dies einmal nicht der Fall sein, missen s

durch »Ersatzschaltglieder« berlcksichtigt werden.)

Wir verabreden nun:

Die Spannungszahipfeile weisen in Richtung abnehmenden Potentials, also W®uspol zum
Minuspol.

Die Stromzahlpfeile zeigen die »technische Stromrichtung« an. Sieauézh im »aulReren« Teils des
Stromkreises vom Pluspol zum Minuspol, in der Spagsquelle dagegen vom Minuspol zum Plus-

pol.

Im oben abgebildeten Stromkreis i9k der Potentialunterschied zwischen dem oberen wmnd d
unteren Punkt des Widerstandes. Er ist in diesdingleach der Spannung der Spannungsquelle. Es

gilt
Us;=1[R

Wo Strom- und Spannungszahlpfeil dieselbe Richtuadgen, wird Energie freigesetzt (hier in Form
von Warme), wo sie entgegengesetzte Richtungemh@abe hier in der Spannungsquelle), wird dem
Stromkreis Energie zugefuhrt.

Macht man von einem beliebigen Punkt aus in ba®bRichtung einen geschlossenen Umlauf im
Stromkreis, so ist die Summe aller durchlaufeneanpngen (Potentialdifferenzen) unter Berlick-
sichtigung ihrer Richtung (auch in komplizierter&romkreisen) gleich null (2. Kirchhoffsches
Gesetz). Hier also ist

U,-U,=0.

Dieser Umlauf stellt eine geschlossene Kurve iremirPotentialfeld dar. Aus dieser Gleichung und
aus der Tatsache, dass (z. B. bei Stromverzweigyngje Summe aller Teilstrome konstant und
gleich der Stromstarke im unverzweigten Teil desiges ist, konnen die bekannten Gesetze fur den
Gesamtwiderstand von parallel- und hintereinandefgateten Widerstanden hergeleitet werden.
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2 Gleichstromkreise

2.1 Elektrische Schaltungselemente
Es gibt drei Typen von »Schaltungselementen«:

1. Schaltungselemente mit Ohmschem Widerstand :(kividerstande«); Formelzeich&n
2. Schaltungselemente mit Selbstinduktion (»Inditiéien«); Formelzeichel,
3. Schaltungselemente mit elektrischer Kapazitéapazititen«); Formelzeiché&h

Schaltungselemente mit Selbstinduktion werden ingekheinen durch Spulen realisiert, Schal-
tungselemente mit Kapazitat durch Kondensatorea ebtsprechenden Schaltzeichen sind

—1 .
R L C

2.2 Induktivitat im Gleichstromkreis

Induktivitdten werden im Allgemeinen durch Spulenit(oder ohne Eisenkern) realisiert. Solche
Spulen besitzen immer auch einen Ohmschen Widekstien meist nicht vernachlassigt werden kann.
Daher betrachten wir die Induktivithtstets in Reihe geschaltet mit einem Ohmschen \AtialedR.
(Dies ist eine Ersatzschaltung fur die Spule, eildduktivitat und Ohmscher Widerstand eigentlich
auf sehr viele, sehr kleine Elememd und AR verteilt sind, welche nacheinander vom Strom
durchlaufen werden, also hintereinander geschaltet. Wie die Erfahrung bestatigt, dirfen die
ElementeAL und AR je fur sich zur Gesamtinduktivitdt = ¥ AL und zum Gesamtwiderstand
R =% AR addiert und diese dann als in Reihe geschaltgeadgst werden.)

Auch die Spannungsquelle hat einen nicht immeraehi@ssigbaren »inneren Widerstand«. Dieser
und der Ohmsche Widerstand der Spule kénnen hi&cinaltbild zusammen durch einen Widerstand
dargestellt werden, der mit der Spule in Reihe lysiset ist:

Wie wir oben (in Teil Il) sahen, ist die Spannumgder Spule (die Potentialdifferenz zwischen ihrem
oberen und ihrem unteren Ende) proportional ZdtdrFir ¢ > 0 und d > 0 nimmt die Stromstéarke
mit der Zeit zu. Es ist daher konsequent, dem Zéthlpon d/dt dieselbe Richtung zuzusprechen wie
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dem Stromzahlpfeil. Bei zunehmender Stromstark&tvdie in der Spule induzierte Spannung dem
Anwachsen der Stromstarke entgegen, also mussalastigal am oberen Ende der Spule héher sein
als am unteren, und folglich muss der Spannungst&ihfir U, von oben nach unten gerichtet sein.

Also hat der Zahlpfeil volJ, dieselbe Richtung wie der Zahlpfeil vbriolglich gilt
dl
U =L—,
dt

und zwar ohne das unsinnige Minuszeichen, das luitenatur in dieser Gleichung haufig anzutreffen
ist.

Nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz ist dann

UR+UL—UO:O
und mitUg =1 RundU,_ =L dl/dt
| R+ Ld—I—U0 =0.
dt

Die allgemeine Ldsung dieser inhomogenen Diffeedglitichung ist die Summe aus der allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung und einer partiknlédsung delinhomogenerGleichung. Sie
lautet:

R
I :$+ke ay
R

wie man durch Differenzieren und Einsetzen besétigann. Die Konstantewird wie folgt aus den
Anfangsbedingungen bestimmt: Der Vorgang beginmeZait t = 0 (Einschaltzeitpunkt) mit der
Stromstéarke 0. Daraus ergibt sich:

und somit ist

|:55{1—éfj.
R

Die Stromstéarke néhert sich also asymptotisch vidarudem Wert
U
o _Ev
und zwar umso langsamer, je kleireiL ist. |, = Uy/R ist die durch den Ohmschen Widerstand
bedingte Stromstarke.

Fir die Spannungddg undU,_ gilt:
_Bt dl _
U.,=IR=U,|1-et ,UL:LEF:UOe

Wie zu erkennen, ist tatsachlich stets
U R +U L —UO =0.

Zur Zeitt = 0 ist wegen(0) = 0 aucHJg(0) = 0 und dahed, (0) =L dlI/dt = Uy und somit



di) _U,
&), o

Die Steigung der Kurvé = I(t) ist also vorR unabhangig. FUR = 0 wird der Funktionswelt = I(t)
unbestimmt, namlich gleich 0/0. Um den Wert zu ipesien, gehen wir so vor: F&R = 0 ist stets (d.
h. fur alle Wertet) U_ = Uy. Also gilt die Gleichung (A) dann fir alle Wertervt, und durch Inte-
gration findet man:
=Yy

L

Der Strom steigt also linear an. FRrgegen 0 néhert sich die KurVe= I(t) mehr und mehr dieser
Geraden.

Besonders interessant ist die vom Strom an dereSpifjewendete Arbeitf. Wir berechnen sie fir
den FallR = 0; das Ergebnis ist dann leicht zu verallgenm@inBie Leistung des Stromes ist

2
P=U=U,l :UTOt.

Daraus ergibt sich die im Intervall O iaufgewendete Arbeit:

¢ 2 L 2 212
W= ra-Yifia-Yie Loty
0 L 0 2

t
L 2L 2

Dieses Ergebnis stimmt mit einem friher auf einerdeaen Weg ermittelten berein und kann so
interpretiert werden: Flief3t in einer Spule mit dieduktivitat L der Stroml, so ist die Energie des
Magnetfeldes der Spule

LI?
W=——-.
2
Diese Energie ist im Magnetfeld (konservativ) gédpert und kann in andere Energieformen
umgesetzt werden. Bei dem nachfolgend behandeltessohaltvorgang wird sie im WiderstaRdn

Warme umgewandelt.



Uﬁ'l R
ULl i

Wir betrachten nun den Ausschaltvorgang, bei denSgiannungsquelle abgeschaltet und gleichzeitig
das untere Ende der Spule mit dem oberen Ende dderstands verbunden werden soll. Die
Zahlpfeile lasst man dabei unverandert. Dann fingkein bei einem geschlossenen Umlauf im
Stromkreis

U.,+U =0 = U ,=-U, = L—=-RI.

Die Losung dieser homogenen Differentialgleichustg i
R
—t
l=1,et",
wobeil, die Stromstéarke im Moment des Ausschalters(@) ist. Daraus folgt dann

_R R

U.=I,Ret und U =-I,Ret

Das Minuszeichen bedeutet, dass die Spannung aBpidge nun die entgegengesetzte Richtung hat
wie ihr Zahlpfeil, d. h, dass der Punkt mit dem é&@m Potential (der Pluspol) jetzt unten liegt. Die
Spule ist jetzt die Spannungsquelle im Stromkreid die Ursache des (exponentiell abnehmenden)
Stromes! undUgsind positiv und haben daher dieselbe Richtungwatedem Ausschalten.

2.3 Kapazitat im Gleichstromkreis

4
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Auch hier haben die Zahlpfeile fliundU¢ dieselbe Richtung, da die obere Kondensatorptatteh
den Strom positiv, die untere negativ aufgeladerdwbie obere Platte hat folglich das hdhere
Potential. Es gilt nun

Q
U.=—=,
© C
wobeiQ die Ladung des Kondensators ist. Damit folgt aera @. Kirchhoffsche Gesetz:
RI +9 -U, =0.
C
Differenzieren nachliefert mit dQ/dt =1:
dl 1
R—+—=0.
d C
Der Ansatz
| =1(0)e™
fuhrt zu
1
k=—1
RC
und zu
_t
I =1(0)e R

War der Kondensator beim Einschalten zur ZeiD leer, war als®(0) = 0, dann ist

U

=2

und somit

t
| UO e_ﬁ

R

Die Spannung des Kondensators kann am einfachstextimet werden aus
-t
U.=U,-U,=U,-I R:uo(l—e RCJ .

Wird der Kondensator (bei abgeschalteter Spannuredie tber den Widerstarfd entladen, nach-
dem er die Spannung, angenommen hatte, ist

Das Minuszeichen besagt wieder, dass die Stromnghtdem Zahlpfeil entgegengesetzt ist.
Dementsprechend hat nun audfdie umgekehrte Richtung.

Wie man sieht, sind die Kurven fir Strom und Spawgniei Induktivitdt und Kapazitat »Uber
Kreuz« austauschbar.



Einschaltvorgang

Ausschaltvorgang

Die beim Transport der Ladun@djegen die Spannundr des Kondensators verrichtete Arbeit ist
dw =U_dQ = % 0,

wobei Q, die momentane (temporéare) Ladung des Kondensatordum Aufbringen der Ladun@
bendtigt man die Arbeit

Q> CU? _UQ

2C 2 2

Qo
w=|=dQ

O = O



2.4 Induktivitdt und Kapazitat im Gleichstromkreis

Hier ist
| R+ Ld—'+9—u0 =0.
d C
Durch Differenzieren nach der Zeit ergibt sich dara
2
Ld—|2 rIL oo
dt a C

Diese Differentialgleichung entspricht genau deffddentialgleichung der gedampften harmonischen
Schwingung (siehe Einfiihrung in die Theoretischgsi) Schwingungen, unter: Gedampfte harmo-
nische Schwingungen).

d’x  dx
m— + u—+kx=0,
a2 Ha

wobeim die Masse des schwingenden Korpersler Reibungskoeffizient unkldie Federkonstante
ist. Dabei entsprechen einander

* Auslenkungx und Stromstarke,

* Massemund InduktivitatL,

* Reibungskoeffizient und Ohmscher Widerstari)

» Federkonstantk und Kehrwert 1T der Kapazitat.
Somit sind alle Ergebnisse von dort analog Ubebtaiag
Der Ansatz

| =ae™

fuhrt zu der »charakteristischen Gleichung«

Li?+RA+ 2 =0
C

mit den beiden Losungen



Lo R IR _1
oo2L N4 LC
die beide negativ sind.

Je nachdem die Diskriminante (der Term unter der2@ly grof3er, kleiner oder gleich null ist,
ergeben sich unterschiedliche Lésungen.

1. Fall:

R 1 R* 1
————=>0 oder —>—
41© LC 4L C
Die beiden LOosungen bezeichnen wir mi-und —f, wobei 0 <a < f# sein soll. Die allgemeine

Losung ist dann
| =Ae“'+Be”"

Aus der Anfangsbedingung0) = O ergibt sich soforB = — A. Eine zweite Gleichung fUA und B
gewinnen wir aus der Betrachtung von

dl _ _ _ _
T —aAe - BeP =—a Ae"' + BA &
Wenn der Kondensator anfangs die Ladung 0 hatJd&) = 0. Ferner isg(0) =1(0) R = 0. Somit

muss

di
U ©O)=L|— | =U
=% =,
sein. Also ist
—a'A+,8A:U0 = A= Y
L-a
und somit
| = Y (e““—e"“).
L—-a

Diese Differenz zweier abklingender e-Funktionet-havie man leicht nachweisen kann — firty

ein Maximum und fut =ty einen Wendepunkt. Dabei ist
InB-Ina
t,, _ng-na t, = 2t,.
L-a
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2. Fall:

Die Losung der Differentialgleichung ist dann
R

—t
| =(A+Bt)e *",
wobei mit den Anfangsbedingungen wie ol#en 0 undB = U,/ L wird. Dann ist

I :ﬁte_ziRLt :
L
Der Verlauf dieser Funktion (die mit der Wabhrscliehkeit null realisiert wird) unterscheidet sich
nicht wesentlich von dem oben wiedergegebenen.Nlmsmum liegt beity, = 1/8, der Wendepunkt

beith 2tM.

3. Fall:

R 1

<=

4L C
Die Wurzel wird dann imaginar, und die Losungendsperiodische Funktionen. Beim Ein- und
Ausschalten der Spannungsquelle (letzteres wiedegdschlossenem Stromkreis) ndhern sich die
Spannung und die Ladung des Kondensators in Formab&lingenden Schwingungen dem jewei-
ligen Endwert. Der Endwert der Spannung betraghliginschaltvorgangy,, beim Ausschaltvorgang
0. Der Endwert der Kondensatorladung ist beim Hiakeorgang gleiclCU,, beim Ausschaltvorgang
gleich O.

Der Strom nahert sich in beiden Fallen oszillierdech Wert O.
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3 Wechselstromkreise

3.1 Zeigerdarstellung von Wechselspannungen und —s  trdmen

Technische Wechselspannungen sind Uberwiegendf&imig. (Wenn nicht, kdbnnen sie mit einer
Fourier-Reihe als Summe von sinusformigen Spannudgegestellt werden.)

Wegen der Verwandtschaft der e-Funktion mit imaginé Exponenten mit der Sinus- und der
Kosinusfunktion kénnen diese mit vielfaltigen Vadlea durch rotierende »Zeiger« in der Gauldschen
Zahlenebene dargestellt werden.

ilmz

=t

Re z

Setzt man

z=U, €= U, (coswt +i simwt )

* dannist der Realteil van= Rez = U, coswt
e und der Imaginarteil voa= Im z = Uy sinwt.

Dabei istw = 2= f die Kreisfrequenz der Wechselspannung tudig Zeit. Der Zeiger rotiert dann mit
dieserKreisfrequenz in der Gauf3schen Ebene.

Zeigerdiagramme sind nutzlich zur Addition phasesglkobener Spannungen und Stréme und lassen
sich auch zur Darstellung und Behandlung kompléA&derstdnde und Leitwerte (siehe unten)
verwenden.

Auch hier fuhren wir wieder Zahlpfeile fur die Spamgen, fir den Strom und fir dessen Ableitung
nach der Zeit ein. Dabei nehmen wir an, der ob@ledBr Spannungsquelle sei gerade der positive
Pol. Alle Zahlpfeile sind dann so wie im 1. und Kapitel gerichtet. Diese Richtungen werden
beibehalten, auch wenn sich die Spannung der Spgequelle umkehrt. Dann wird dieser Spannung
einfach ein negativer Wert zugeordnet. Wenn dargeimissen Zeitabschnitten eine der Spannungen,
der Strom oder dessen Ableitung negativ wird, deeteutet dies, dass die entsprechende Grél3e in
diesen Zeitabschnitten ihrem Zahlpfeil entgegerigésgerichtet ist. — Auch im Wechselstromkreis
gilt das 2. Kirchhoffsche Gesetz.
12



3.2 Induktivitat im Wechselstromkreis

<
oo

Bei der Behandlung dieser Schaltung taucht einntigea Problem auf: Bei Gleichstromkreisen war
es gleichgiiltig, zu welcher Zeit eingeschaltet veyndeil die Spannung immer dieselbe war. Daher
verlief nach dem Einschalten das Anwachsen desm@soimmer in gleicher Weise. Im Wech
selstromkreis dagegen verlauft dieser Vorgang sakgedlich je nach dem Wert, den die Spannung
beim Einschalten gerade hat. Wir haben hier alsmekeeitunabhangige Randbedingung zur
Berechnung der Konstanten bei der Losung der [@ifféalgleichung. Wir kénnen aber zunachst von
dem Einschaltvorgang absehen und den »stationdrstia@« untersuchen, der sich nach einiger Zeit
— meist sehr schnell — einstellt.

Nehmen wir an, die Spannung der Spannungsquelldrsesinusformige Wechselspannung:
U =U,sinwt.

Far den Stromkreis gilt dann:

dl :

Rl +L—-U,sinwt = 0.

dt

Wir machen fir die Losung den Ansatz
| = Asin(wt +9),

wobeid ein noch zu bestimmendelPhasenverschiebungswinkel« ist. Aus dem Ansatz:folg
dl
o =Acoswt+9)

Dies in die Differentialgleichung eingesetzt ergibt
RAsin(wt +90)+ LwA cos@ut +0 =U, sinud
woraus folgt:
RA(sinwt co®) + cost sid ¥y LwA (cast cds- st an=Y, an
und weiter

sinwt (RA co® - LwA siP } coat RA sid+LwA cas U, st

Der Koeffizientenvergleich der beiden Funktionaemesi und coswt ergibt:
13



sinwt : RAco® -LwA sio=U, @

coswt : RAsi+LwA cog= 0 (2
Aus (2) folgt:

tand = _a)_L .
R

In (1) eingesetzt ergibt nach einigen Umformungeobei sind und cosé durch tans ausgedrickt
werden missen):

A=——Jo
JR? + L2

und damit

I sin(wt +90).

— U 0
VR + oL’
Interpretation:

1. Der sinusférmige Strom hat gegenuiber der Spanaunggnegative Phasenverschiebuhg Q), die
von R und dem ProdukbL abhéangt. (Der Strom »lauft der Spannung nach«girfolgenden Zeiger-
darstellung rotieren die beiden Zeiger, wie statemander verbunden, entgegen dem Uhrzeigersinn.

dh
N

2. Die Abhéangigkeit des Stromes von der Spannurtgpenht formal dem Gese® = U/I, wobei
jedoch an die Stelle des Ohmschen WiderstaRd#e Grole,

R? + aw/L?

tritt. Ihr Zahlenwert ist gleich dem Zahlenwert dypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen
Katheten die Zahlenwerte véhund «l haben.

14
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Zudem ist der Winkel unten links gleich dem Phasesshiebungswinkel.
Das ProduktsL heif3tinduktiver Widerstand  (auch snduktanz «) der Spule.

Fir R gegen 0 und bei hohen Frequenzen ist der Gesaenstathd praktisch gleich dem induktiven
Widerstand, der proportional zur Frequenz wachit.Ahasenverschiebung geht dabei gegen — 90°.

Sehr nitzlich ist es — besonders bei komplizient&ehaltungen —, auch die Widerstande als Zeiger in
der komplexen Zahlenebene darzustellen. Dabei dérdOhmsche Widerstand (dann auch »Wirk-
widerstand«Z,, genannt) auf der reellen Achse aufgetragen, dedukiive Widerstand (»Blind-
widerstand«Zg) hingegen auf der positiven imaginaren Achse. ®esamtwiderstand (»Impedanzy
ergibt sich dann als komplexe Grofe:

Z=7Zw+Zg =R+ iwlL.

Der Winkel y ist gleich dem Phasenverschiebungswinkel der Spangegentber dem Strom (also
umgekehrt wie oben) und daher —o.

Beachte: Die Zeiger der Widerstande rotieren nicht!

Der Betrag des komplexen Scheinwiderstandes ist

|| =R + &L’

15



3.3 Kapazitat im Wechselstromkreis

R
U =~
—— ("
Hier gilt:
RI +g—Uosincut = Rd—|+|— = U, coswt
C d C
Mit dem Ansatz fur den stationaren Zustand
| = Asin(wt +0)
findet man &hnlich wie oben
1
tanJ:R—lC :w—RC , A:%
w
R? +
wW'C?

und damit
B U, .
| =———=—=—=sin(wt +9).
R* +
w’C?

Auch hier entspricht der Zusammenhang zwischend U formal dem Gesetk = U/R, wobei an
Stelle vonR nunmehr der Betrag des komplexen Scheinwidergténhdir den gilt:

1
Zl=.|R? )
| | \ +a)2C2

Der Phasenverschiebungswinkel ist nun positiv, ddr. Strom eilt der Spannung voraus. Wéhn
gegen 0 geht, dann gehgegen 90°.

Der komplexe Scheinwiderstand Z ist hier
1

Z=R-i—.
wC

16



3.4 Induktivitat und Kapazitat im Wechselstromkrei S

Hier gilt

2
RI +Ld—|+gzuosina)t = Ld—i+Rﬂ+—ll = U, coswt
dt C dt a C

Mit dem gleichen Ansatz wie oben findet man

und damit
= UO
\/ R +(wl- %)

Der Blindwiderstand ist also die Differenz von iktluem und kapazitivem Widerstand. Das
Vorzeichen dieser Differenz ist gleich dem Vorzeielder Phasenverschiebung zwischen Spannung
und Strom.

- sin(wt +90).

17



Der komplexe Scheinwiderstand (Impedanz) ist

Z= R+i[wL—ij.
wC

Sind induktiver WiderstandlL und kapazitiver Widerstand diC gleich, ist der Blindwiderstand null
undZ=R.

w L

Die Blindwiderstande als Funktion van

Zeigerdiagramm:

fwl

18



3.5 Parallelschaltung von Wirk- und Blindwiderstan den

Parallelschaltungen werden auf ahnliche Weise wanderechnet. Dabei ergibt sich, dass (statt der
Blindwiderstande) hier zunachst die Blindleitwe@g addiert werden. Die Blindleitweri®, und G¢

von Induktivitdét und Kapazitat sind die Kehrwerter dBlindwiderstadnde. Zu der Differenz der
Blindleitwerte wird der Wirkleitwert Gk des parallel geschalteten Ohmschen Widerstandes
geometrisch addiert. Das ergibt dann den ScheiveeiG. Also:

1 1
G.==, G =—, G.=wC,
"R " wL ¢

2
G =G, -G =wC-wL, G:\/G;‘*'GCZ‘L = %+(wC—w—lL]_

In komplexer Schreibweise:

Y:GR+iGC,L:%+i(wc—w—lJ.

Nattrlich kbnnen auch die Leitwerte in Zeigerdiagnaen dargestellt werden.
Bemerkenswert ist noch, dass der Blindleitwert maiden kann.

Vertauscht man in der vorletzten Abbildung (DierB\ividerstande als Funktion vay) die Grolzeri
undC, so stellen die Kurven die Blindleitwerte dar.

4 Einschaltvorgange in Wechselstromkreisen

Einschaltvorgange sind Anpassungsprozesse, dig@orspeziellen momentanen Gegebenheiten des
Schaltkreises (z.B. Ladung des Kondensators) undpgannungsquelle, so wie sie beim Einschalten
gerade vorliegen, asymptotisch zu den stationaremgangen hinfihren, die wir im letzten Kapitel
betrachtet haben.

Bei der Berechnung der Einschaltvorgange machendirim Allgemeinen selbstverstandliche
Annahme, dass der Strom vor dem Anlegen der Spasqguelle null ist. Dagegen hangt die
Spannung der Quelle vom Einschaltzeitpurktb, da ja

U. =U,sinwt,

sein soll, wobei wir annehmen, dasstférO gerade eine Periode der Sinusspannung begann.

4.1 RL-Glied

Wir nehmen an, dass der Strom unmittelbar nachEiesthalten aus einem gegeniber der Spannung
phasenverschobenen Wechselstrom und aus einem tasigeip verschwindenden Anteil besteht.
Daher der Ansatz:

| = Asin(wt +5)+Be™
Daraus folgt

%:chos@)ﬁd)—kB ex!
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Fur A und o ibernehmen wir die Werte aus Kapitel 3.2:

A= L’ tano = —w_L ‘
R® + a’L’ R
Aus der Gleichung

Ld—|+ Rl =U,sinwt
dt

folgt dann
L Awcos@t+0)-LkB €“+RA sinft+J ¥RB &' =U, sint
oder
L Aw(coswt co® — simt sid YLkB &+RA (st cost oo 8ir
+RBe™ =U, sinat .

Da die Exponentialfunktion auf der rechten Seitehniauftritt, muss sie auch auf der linken Seite
verschwinden. Daraus folgt:

RB=LkB = kZ%.

Die KonstanteB ergibt sich mit der Bedingurgt:) = O aus der ersten Gleichung:
B=-Asin(wt.+9J)€" .
Damit wird

| =——22__[sin(wt +3)-sin @, +3)e ]

VR + wL?

Bei hohen Frequenzen karit oft gegenlibewlL vernachlassigt werden, und der Phasenverschie-
bungswinkel wird nahezu#/2. Dann ist mit guter Ann&herung

I :—ﬁ(cosa)t— cosut, é‘(t‘tE))
wlL

Wenn der Zahlenwert vok = R/L klein ist, geht der zweite Term in der Klammer tieldangsam
gegen null.

4.2 RC-Glied
Hier gilt

I R+Q:U05ina1 und Rd—|+il =wU, cosu
C dt C

Wir machen den gleichen Ansatz wie oben, namlich
| = Asin(wt+9)+Be"

und Ubernehmen die Werte fiund daus Kapitel 3.3:

A=——0 tand= T
R? + 1 RwC
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Durch eine dhnliche Rechnung wie oben findet man:

-1
RC’
Hat der Kondensator beim Einschalten die LadQagdann ist
. U, .
IER+& =U,sinwt, = | =—2sinwt, _Q .
C R RC

Andererseits ist
| = Asin(wt. +9)+Be* "=,

woraus folgt

u, . Q |
B=| =Csinwt. ——E- - A sint. +0)| &
Y% o]

Damit ergibt sich schliellich

| = Asin (wt +5)+|:U_F§ sinth — A sin @tE +5i| gk(tte)

Bei vernachlassigbar kleineR gehtk gegen unendlich und die Dauer des Einschaltvogygedt
gegen null.

4.3 RCL-Glied

Der Einschaltvorgang fiir solche Glieder wird im Absitt»5 Schwingkreise« behandelt.

5 Schwingkreise

Im einfachsten Fall besteht ein Schwingkreis thigek aus einem Kondensator, dessen Platten mit
einer Spule verbunden sind. In der Praxis besitzé &pule einen Ohmschen Widerstand, der
allenfalls bei hohen Frequenzen vernachlassigt everdann. Streng genommen ist auch ein
Kondensator nicht »verlustfrei«: die Isolation sirPlatten gegeneinander hat keinen unendlich
hohen Widerstand und die Materie zwischen dendrigtlas »Dielektrikum«, das Kondensatoren mit
nennenswerten Kapazitaten tberhaupt erst moglichthest nicht verlustfrei, was sich besonders bei
hoheren Frequenzen bemerkbar macht. (Die UrsacksediVerluste ist die Polarisation des
Dielektrikums durch innere Ladungsverschiebung,eveolee Ladungen nicht ganz reibungslos hin und
her verschoben werden, wenn der Kondensator an\laehselspannung liegt.) Ein Ersatzschaltbild,
das alle diese Einflisse bertcksichtig, sieht so au
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Ry Verlustwiderstand

R; lsolationswiderstand

R, Ohmscher Widerstand
derSpule

Zunachst wollen wir von allen Ohmschen Widerstandbaehen und einen idealen Schwingkreis
betrachten:

5.1 Verlustfreier Schwingkreis

Damit Uberhaupt etwas geschieht, miissen wir vor Barsechalten den Kondensator aufladen (oder
nach dem Einschalten in der Spule eine Spannungigckn). Die Ladung des Kondensatorsgi

Hier empfiehlt sich wieder einmal die Einfihrungnv@éhlpfeilen. Ein geschlossener Umlauf im
Stromkreis ergibt:

U, -U.=0
und weiter

2
dl__1£20

Ld—I—Q:O:> L—
d C d- C o

Da ein Strom von der gezeichneten Richtung (beitipemn GroRenwert) die Ladung des Konden-
sators verringert, ist
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=-I

dt
und daher
d’l 1
L—+—1=0.
d° C
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichuagtet
| = Asin(wt +9)
mit
1

w:ﬁ.

Fir die Anfangsbedingungé(®) = 0 gilt 0= 0. Ferner ist dann

UC(O>:%:UL(0>:L[% ,

d—I:wAcosa)t, ﬂ = wA,
dt at o

woraus folgt

_ Q _U.0
wCL  wL
Fur die Spannungen gilt
dl

U.=U = LE:UC(O)cosa)t

Der Strom verlauft also in Form einer Sinusschwirgguder Verlauf der Spannung am Kondensator
und damit auch der an der Spule ist eine Kosinwgscjung gleicher Frequenz. Strom und Spannung
sind um 90° phasenverschoben.

Fur den Energiegehalt von Spule und Kondensatbr gil

2 2
W, SINE :—1LU—°Zsin2wt -1 Y% I;C :—1CU§sinza)t,
2 2 oL 2 2
1 1

W, ==CUZ==CUZcosat ,
2 2
woraus folgt

W, +W, :%Cuj = konst,

Die anfangs zum Aufladen des Kondensators aufgesten&nergie schwingt also verlustfrei
zwischen Kondensator und Spule hin und her.
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5.2 Schwingkreis mit Ohmschem Widerstand

Aus

2
LYy RI-Q=0 foigt LI +rD 4 L 20,
dt C d> & C

(Wegen des Vorzeichenwechsels bsiehe Kap. 5.1.)

Auch diese Differentialgleichung ist uns aus derchanik bekannt (siehe »Schwingungen«
http://ivrweb.de/~si.pe/Schwingungen.pdf ); sie veurdort in allen Einzelheiten behandelt. Ich
begnige mich daher mit der Angabe der den elekgis&GroRen angepassten Losungen. (Siehe dazu
auch Kapitel 2.4, in dem dasselbe Problem, wenh auit anderen Anfangsbedingungen, behandelt
wird.)

1. Far

1_FR
i S

C 4L

lautet die allgemeine Lésung
R

_7t .
| =Ae? sin@t+9J).
Bei den gleichen Anfangsbedingungen wie oben eridbt daraus

U.(0) Q,

| =—~“sinwt =—=— sinwt .
wl wCL

Allerdings hatw jetzt einen anderen Wert als bei der ungedam@tdwingung, deren »Eigenkreis-
frequenz« ich zur Unterscheidung nun mytbezeichne:

2. Fur
1 R
N
C 4L
verlauft die Funktion aperiodisch:
2 JRrR_[RZ_1
R G e[ZL )
Fur die genannten Anfangsbedingungen ist
U
A=- 20 und B=-A
R 1
2L — T
41 CL
3. Der mit der Wahrscheinlichkeit null auftreter@enzfall
1 _RrR
CL 412
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ist ebenfalls aperiodisch und entspricht dem Gedhaéi den mechanischen Schwingungen.

5.3 Gedampfter Schwingkreis an einer Wechselspannu  ng
Im Schwingkreis befinde sich eine Wechselspannumngfgmit der Spannung

U = Ug sinwt.

Die Ausgangsgleichung lautet dann:

Ld—|+ RI +9:U05inax
dt C

und nach Differenzieren und Dividieren durch L

2
d_|2+5ﬂ+_1| :ﬁ)uocosa)t
d° Ld CL L

Diese Gleichung ist formal gleich der Differentigighung der gedampften erzwungenen mechani-
schen Schwingung (siehe »Schwingungen« http://videgbsi.pe/Schwingungen.pdf unter »Die
gedampfte erzwungene Schwingung«). Dabei entspmezinander:

R 1 w A

lund x, — und &, — undef , —U, und—
L m CL L m

Mit diesen Entsprechungen lasst sich die gesamtieilisg von dort Gbernehmen. Die allgemeine

Losung besteht wieder aus einem abklingenden Eiviaghiorgang und einem stationdren Zustand.

Far diesen gilt:

| = Y = cost +9),
\/R2+(w1c—wL)
mit
o —wL
tand =———
R

Der Phasenverschiebungswinkekt positiv, null oder negativ, je nachdem bei Beregerfrequena
der kapazitive Widerstand gréR3er, gleich oder ideads der induktive Widerstand ist.

5.4 Gekoppelte Schwingkreise

Wir betrachten nun zwei Schwingkreise, die indukgakoppelt sind. Die Wechselinduktivitat gk,
= L2’1.

25



L12

C1 —— L1I|IL2 ——Cz

— 1 1
R, R,

Analog wie oben bei einem einzelnen Schwingkrejgbeisich hier:

dl dl Q
L—+L,,—2+RIl,-==0,
a  da Tt C
dl dl Q
Ly g tRATE 0
und nach Differentiation:
2 2
le21+L dI2+RdI 1 2
dit t2 @ C
2 2
de—|22+L21OI L+R,—2 d 1|2:0.
dt ot a c:2

(Wegen des Vorzeichenwechsels beim letzten Terndewiinken Seite siehe Kapitel 5.1.)

Die Losung dieses Gleichungssystems in seiner rafgesten Form ist sehr kompliziert. Ich be-
schranke mich daher auf den praktisch wichtigend8dall, dass die beiden Schwingkreise voéllig
identisch sind. Es sei al$p=L,:=L, R =R, :=RundC; =C, :=C.

Dann lauten die Differentialgleichungen

ol2 d|1 1
+=1.=0,
dt2 "” ct c*
d?l d2I di 1
L—2+L,—+R—2+—=1,=0.
dt> b at? a C

Zur Integration dieser Gleichungen bilden wir itBemme und ihre Differenz und erhalten dadurch
zwei einfachere Differentialgleichungen fig ¢ 1) und (1 —I,), die dann noch mi€ multipliziert
werden:

2 2

CL%(MH )+CL12; (1,+1,)+CR— (| F1)+(1+1)=0,
d’ d’

CLW(Il |2)+CLLZW(|1 ) *CR— (| ~1)+(1~1)=0.

Mit den Abkirzungen

(|1+|2):X’ (Il_lz):y
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erhalt man daraus

d*x R dx 1
+ —+ X
dt’ L+L,d C(L+L,)
d*x R dy 1
+ — +
dt* L-L,d C(L-L,

)y:O.

Beide Gleichungen haben nun dieselbe Form wie thelBung fur den einfachen Schwingkreis (siehe
oben), nur ist in der einen durchL(+ L;,) und in der anderen durch €L, ;) ersetzt worden. Wir
kénnen die Lésungen von dort Ubernehmen, wobeiuns jeweils auf die periodische Ldsung
beschranken konnen, wie sie fur hinreichend kle#@mpfung (d. h. fur hinreichend kleinen
Ohmschen Widerstari@) gilt. Die Losungen lauten:

X = Kl e_ 2 (L+L1,2) Sl ; + 51 ,
(L+L,)C
- R t t
y=K,e ") sin ——_+4,
(L-L,)c
Nach Addition bzw. Subtraktion und Division durcle@ibt sich dann
R, R
- " i 2(L-Lg, i
lL=Ae 2l sin ;+51 +A, e e sm;+52
(L+L,)C (L-L,)C
R t - R )t
- " ) 2(L-Lq, .
L=Ae (" sin L s5|-Ae e Sif————_+3,
(L+L,)C (L-L,)c

Wie man erkennt, sind die beiden Stromstarken irgekheinen trotz der Identitdt der beiden
Schwingkreise keineswegs gleich.

Zur Vereinfachung der Diskussion der Lésung nehm@nzunéchst an, es s& = 0. Dann ist der
Vorgang ungedampft, und die Gleichungen lauten:

|, = ASiN| 43, |+ A,sin 45,

(L+L,)C (L-L,)c

. t :
|, =A;SIN| ———=+9, |~ A,SI

(L+L,)C (L-L,)c

Wegen der vier Integrationskonstanten, die von deriangsbedingungen abhangen, sind die
Losungen recht vielgestaltig. Das ist nicht verwentidh, denn die Anfangsbedingungen mit ihren
vier Parametern kénnen sehr unterschiedlich seinwllen daher zunachst zwei sehr spezielle Falle
betrachten und dann einen typischen, etwas allgeren Fall.

+52
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1. Wir fragen zunéchst danach, ob und unter wel&eingungen; =1, sein kann. Dies ist fli#, =

O der Fall. Die beiden Schwingkreise schwingen dagnchron und gleichsinnig. Zur Veran-
schaulichung ist hier der analoge Fall zweier gleigyekoppelter Pendel niitzlich. Auch diese kénnen
bei geeigneten Anfangsbedingungen synchron undrgiginig schwingen.

2. Ist es moglich, dads = —1; ist? Dies ist der Fall fiA; = 0. Die Schwingkreise schwingen dann
synchron, aber gegensinnig. Auch dieser Fall kaginztivei gekoppelten Pendeln beobachtet und
daran veranschaulicht werden.

3. Wir wollen nun zwei einfache, plausible Anfangdimgungen festlegen: Es 3¢i0) = [,(0) = O.
Dann muss) = d, = 0 sein. Diesen Fall betrachten wir nun genatgist dann:

|, = A;sin _t + A, sin _t :

(L+L,)C (L-L,,)C

t t

|, =Asin| — |- A, sif —
, = A sin (L+L1Y2)C , Sin (L—Llyz)C

oder
[, =A;sinwt+ Asinwt, |,=A;sinwt—A ,simi

: 1 1
mite] = ——o, W, =—F————.

Es treten hier also zwei Sinusschwingungen mitrsoteedlichen Kreisfrequenzen auf, von denen
keine mit der Eigenkreisfrequenz der beiden Schkvgige Ubereinstimmt, und wovon die erste
kleiner, die zweite grof3er als die Eigenkreisfraguist. Wir setzen nun

A=A +BundA; = A,
wobeiB positiv oder negativ sein kann. Damit wird:
|, = Asinat + Asinwit + B sinwt = A( siwt + simwf) +B siw}
|, = Asinat + Asinwit + B sinwt = A( siwt + sim}) -B siw}

und nach einer bekannten goniometrischen Umformung

I, = 2Aco{w2—;wltj sir{%tj +B simat |,
I, = —2Asin(w2—;w1t] co{%tj - B sinut

Interpretation:

Der erste Term in jeder Gleichung ist eine Sinusv.lKosinusschwingung, deren Kreisfrequenz das
arithmetische Mittel vonw; und w, ist, und dessen Amplitude gemal einer Kosinus-.bzw
Sinusfunktion mit der (deutlich kleineren) halbeiff€enz vonw,; und w, schwankt. In der Akustik
wird ein solcher Vorgang als Schwebung bezeichnet.

28



Die zweiten Terme sind gegenlaufige Schwingungezicheér Frequenz, die sich der Schwebung
Uberlagern. Sie sind mdglich, treten aber nur darinwenn sie zu Beginn des Vorgangs in geeigneter
Weise angeregt wurden. Normalerweise ist das wiehtall, und dann i€ = 0 undA, = A;.

Falls in den Schwingkreisen Ohmsche Widerstandbaraten sind, beeinflussen sie die Frequenzen
der Schwebung nicht, dampfen aber deren Amplitdde Schwebungsvorgang klingt exponentiell ab.
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