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1 Grundlagen und Voraussetzungen: Reelle Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen besteht aus den rationalen und den irrationaletedah

Die Menge der rationalen Zahlen umfasst alle Zahlen, die sich als gemeine Brihe(m undn
ganzzahlig) darstellen lassen. Dazu gehdren: DieegaZahlen, die endlichen Dezimalbriiche und die
unendlichen periodischen Dezimalbriiche.

Die Menge der irrationalen Zahlen umfasst alle unendlichen, nicht periodischen Delbnighe. Zu
den irrationalen Zahlen gehéren z. B. die Wurzeis gositiven Zahlen, die keine Quadratzahlen sind,
die Eulersche Zahl e, die Zah] fast alle Logarithmen und fast alle Werte deganiometrischen
Funktionen.

Die reellen Zahlen sind eineindeutig (das bedeutetkehrbar eindeutig) auf die Zahlengerade
abbildbar. Das heif3t: Jeder reellen Zahl entsprghtau ein Punkt der Zahlengeraden und jedem
Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eineergahl.

Das System der reellen Zahlen kann insofern allstéoldig und nicht weiter ergdnzungsbediirftig
bezeichnet werden, als jedem Punkt der Zahlengereitie reelle Zahl zugeordnet ist. Innerhalb der
Menge der reellen Zahlen sind alle vier Grundreahtem unbeschréankt ausfiihrbar (aul3er der
Division durch 0) und es gibt eine GroRer/kleinksHaelation. Die Menge der reellen Zahlen ist daher
ein »geordneter Zahlenkorper.

Die vier Grundrechenarten (Addition, Subtraktionulplikation und Division) lassen sich auch
graphisch ausfihren, wenn man der reellen Zahleht f¢ einen PunkP, auf der Zahlengeraden,
zuordnet, sondern die gerichtete Streaén (also einen Vektor) zuordnet, wol@ider »Ursprung«
(von lat. origo) der Zahlengeraden ist. Der Pudkieprasentiert dabei die Zahl O bzw. eine Strecke
der Lange null. Diese MaRRhahme berticksichtigt &actsequent, dass in der Analytischen Geometrie
und in der Analysis die Koordinaten von Punktensstds Strecken behandelt werden. Auch fir die
Abbildung imaginérer und komplexer Zahlen (sieheeapbewéhrt sich dieses Vorgehen.

2 Imaginare Zahlen

Andererseits kann man das System der reellen Zaltdenauch als unvollstandig betrachten, weil es
in ihm z. B. keine Losung der rein quadratischegic¢biung

gibt, denn es gibt keine reelle Zahl, deren Quaglgith —1 ist. Eine lediglich formale Lésung der
Gleichung lautet

wobei aber dem Symboj’—_l keine reelle Zahl entspricht.

Wir kdnnen nun probeweise(—_lals eine neuartige Zahl i betrachten, deren Quatizath —1 ist, und
untersuchen, ob wir brauchbare, widerspruchsfrejelthisse erhalten, wenn wir auf diese »Zahl« die
bekannten Rechengesetze fir reelle Zahlen anwerdiese Zahl wird (historisch bedingt) die
imaginare Einheiti (auch j) genannt. Es ist also



Dann lauten die Lésungen der Gleichuxfg= -1
X ,=x

Mit i beginnend erhalten wir durch fortwahrende ARuoh bzw. Subtraktion von i die »imaginaren
Zahlen«

..=3i, -2, -1, 0, 1, 2i, 3i,...

wenn wir i wie eine Buchstabengrof3e der Algebraabebin & + a = 2a, a —a = 0 usw.). Die so
erhaltenen Zahlen stellen die imaginaren Gegenstidakden reellen ganzen Zahlen dar. Wir erken-
nen, dass die Zahl 0 sowohl als reelle wie als ingag Zahl aufgefasst werden kann.

Als nachstes kdénnen wir die imaginaren ganzen Zadld eine eigene, dimaginare Zahlengerade
abbilden. Dabei ist es zweckmalig, die »imaginandditsstrecke« gleich der reellen Einheitsstrecke
zu machen. Da die beiden Zahlengeraden die Nullegewsam haben, miissen sie einandeOin
schneiden. Schon aus Symmetriegrinden ist es zvétigmdie beiden Zahlengeraden senkrecht
zueinander anzubringen. Die von den beiden Zahtangeaufgespannte Ebene he#f3usssche
Zahlenebene.
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Allgemein kann jede imaginare Zahil als Produkt der reellen (rationalen oder irragi@m) Zahin
mit der Zahl i betrachtet werden. Ihren Bildpunikicet man durch Ubertragung der Strecke, welche
der Zahln entspricht, von der reellen Zahlengeraden aufndéginare.

Mit den imaginaren Zahlen kénnen nun auch die Lgsarder rein quadratischen Gleichungen

(areell) angegeben werden. Sie lauten
X ,=%ail.

Nach den Regeln der Algebra (die nach obiger Vedrg weiterhin gelten sollen) folgt fur die
Addition und Subtraktion imagindrer Zahlen



ai £bi = (axb)i.

Die »graphische Addition bzw. Subtraktion« auf @deaginaren Zahlengeraden fuhrt konsequenter
Weise zum selben Ergebnis, wenn die imagindrenefaticht als Punkte, sondern als nach oben oder
unten weisende Strecken (Vektoren) dargestellt @rerd

Far die Multiplikation und Division zweier imagirgir Zahlen berechnen wir zunachst das Produkt
und den Quotienten zweier imaginarer EinheitersiisE (siehe oben)

if=i?=-1
und nach der einschlagigen Regel der Algebra

Damit ergeben sich

ailbi =abi’=-ab und F:—.

wobeia undb reelle Zahlen sind.

Ergebnis: Produkt und Quotient zweier imaginardil@a sind reelle Zahlen

Durch wiederholte Multiplikation findet man die pidgen ganzzahligen Potenzen von i:
i=-1, i*=i’M=4, i“=%04, i°43 O3 usw.

Wenn wir verabreden, dass — wie in der Algebrdee&lahlen — fir positive ganzzahlige

Die Berechnung der Wurzeln aus i ist erst spataglicti

3 Komplexe Zahlen
Betrachten wir nun eine gemischt quadratische Gigig
x?-4x+13= 0.
Auf die bekannte Weise (namlich durch quadratidetggéinzung) findet man die Lésungen

X ,=2%+/-9=2+ 3/-1= 2¢ 3i

Die Losungen sind weder reelle noch imaginare Zgtdendern die Summen aus einer reellen und
einer imaginaren Zahl. Wir nennen solche Zald@nplexe Zahlen .

Die allgemeinen Darstellungsformen einer komplexahl sind
z=a+bi=[ah].

wobeia undb reelle Zahlen sind.



Die Zahl a heifl3t Realteil Re von z, die Zahl b heil3t (obwohl sie eine reelle Zahl ist) Imaginarte il
Im von z:

a=Rez, b=Imz.

Mit Hilfe komplexer Zahlen kénnen uneingeschrénkt ldbsungen gemischt quadratischer Gleichung
angeben werden. Aus:

X+ px+q=0

folgt
= —£+ p—2 -
X2 >\ 2 qg.
Far
2
% -g=0
ergeben sich zwei bzw. eine reelle Losung. Fur
2
Fraco
schreibt man die Losungen in der Form
__b,. p’
= ——*] -,
X2 5 q 2

wobei der Radikand jetzt positiv ist. Die Losungs@md »konjugiert komplex«, d. h. sie unterschei-
den sich nur durch das Vorzeichen ihres Imaginéartei

4 Darstellung komplexer Zahlen in der Zahlenebene

Fur die graphische Darstellung komplexer Zahlentebiesich die »komplexe Zahlenebene«
(»GAUSSsche Ebene«)an, die von der reellen undnaiegindren Zahlengeraden aufgespannt wird.
(Diese Darstellung ist zunachst nur eine willkirécVereinbarung. lhre Berechtigung erhdlt sie erst
durch den Nachweis ihrer Zweckmaligkeit. Diesedwin Folgenden erbracht.)

Die komplexe Zaht = a + bi kann dabei auf verschiedene Arten dargestelltiemr

1. Durch einen PunklP mit den Koordinatera und bi. wobei diese zur Unterscheidung von den
Koordinaten der Analytischen Geometrie éckige Klammern gesetzt werden und der Faktor i

imaginare
Achse

bi

z= [a:b]

o da reelle
Achse



weggelassen wird.

2. Durch den zweidimensionalen Veki®P = r. Der Betrag dieses Vektors heildt audletrag |z|

bis P

e

o

der komplexen Zaht. In der obigen Abbildung bildet mit der positiven reellen Achse den Winkel
®,. Der Vektorr nimmt aber dieselbe Lage auch dann ein, wenn ergisgr der reellen Achse um
den Winkelp = ¢, +k2mt k=1, 2,3,.. gedreht ist. Die Winkef heiBenArgument vonz(argz),
der Winkel ¢, hei3t Hauptwert des Arguments varDabei gilt

0<¢,<2m und argz=¢ =¢,+k 21
Ferner ist

r’=a’+b? tan = tanp, =b
a

Der Quadrant vord, wird durch die Vorzeichen vaaundb bestimmit.

Wegen
a=rcosp, b=r sinp

kann die komplexe Zallauch so beschrieben werden:
z=a+bi=r(cosp +ising) =7 (co + isip }+a®+b® (cop+ isip
Mit Hilfe der »Eulerschen Formel«
€’ =cosg + ising
ergibt sich daraus eine weitere Darstellungsform:

z=r(cosp + ising )=r & =r &Pk = &o

Zur Eulerschen Formel:

Die Bedeutung des Symbol* (Eulersche Zahl e mit imagindrem Exponenten) wdtoich die
Verabredung definiert, dass die bekannte Poterereih

2 n
X X X

= l+—+—+.. F+—+...
1 2! n!

auch fur imaginare Exponenten gelten soll:

8 X x2 x® x* xS
+.=1+———-—4+—4+]———++-.-

2! 3! 2t 3t 41 5l

Def. i_X+(i X)2 +(i X

é* =1+



Daraus folgt:

22 4 +..-j=cos><+ I SInK

5 Rechnen mit komplexen Zahlen
Gegeben zwei komplexe Zahlen
z=a+bi, z,=a,+b,.

5.1 Summe und Differenz komplexer Zahlen

Fur die Summe bzw. Differenz der beiden Zahlen dindnan, wenn man i wie irgendeine
BuchstabengréRe behandelt, nach den Regeln debralge

ztz,=a,+bj ta,tbj=(a,+xa,)+(bth)i.

Daraus folgt, dass komplexe Zahlen in der Gausssdahlenebene wie Vektoren addiert und
subtrahiert werden.

5.2 Das Produkt komplexer Zahlen
Es ist

z,[z,=(a,+hji)(a,+b,i)=(ap,~bb)+(ab +ab)i

Dieser Wert des Produkts hat keine unmittelbarrerkare anschauliche Bedeutung. Stellt man dage-
gen die Komponenten der komplexen Zahlen in dgies@nnten trigonometrischen Form

z=r(acosp + isind )
dar, so erhalt man
aa,—bp,=rr,(cosp, copp ,~ sip, sip,)=rr, cdg +¢ ) und
ab, +ab, =rr,(cosg,sing ,+ sinp, cog )=ry, sip +¢ )
und damit
2z, =11, cos(g,+¢,)+ isin(g,+4 )]
Also ist

|21Q2|:|Z1|qkz| und ¢z15tz:¢1+¢z

Der Betrag des Produkts ist also gleich dem ProdekBetrage, das Argument ist gleich der Summe
der Argumente der beiden Faktoren.

Dasselbe geht viel einfacher mit der so genanngpoientialformz = r € der komplexen Zahlen:

Zl QZ — rlei¢1 |]2 é¢2 - rlr2 é¢1+¢2)
Allerdings ist dies kein Beweis im strengen Sinondern lediglich die Bestatigung dafir, dass die
oben getroffenen Verabredungen hinsichtlich detigk#it der algebraischen Gesetze und der Potenz-
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reihe fur & zu widerspruchsfreien Ergebnissen filhren und daheivoll sind. Dariiber hinaus
erweisen sich die Eulerschen Gleichungen als hadhstich.

Durch wiederholte Anwendung ergibt sich, dass dw®ktregel auch fir mehr beliebig viele Fakto-
ren gilt:

|2,| =]z 2, 0. | = |z|(z,|O... ,| und @, =@, +@,+-+g,.

5.3 Der Quotient komplexer Zahlen

Analog findet man fiig, # O:
2= H -|i und g, =4, -9,
Setzt man darig; = 1 undz, = z, so erhalt man fiir den Kehrwert einer komplexenlZah
1 :|—le|[cos( 0-¢)+ isin 0-9)] :?1( co$ — isid) :?1 ¢

und speziell flz =1

5.4 Ganzzahlige Potenzen einer komplexen Zahl

Wir verabreden zunachst fir positive ganzzahligeté/eonn:

1. Unter dem-ten Potenz" einer komplexen Zahl verstehen wir das Produktregigichen Faktoren

Z
Def.
2. Es seiz" = i
z"

Aus (siehe 5.2 Das Produkt komplexer Zahlen)

|22, 0. (7| =|z|(z,| 0. [z,| und ¢, =@+t +4,.
folgt dann fur lauter gleiche Faktoren
z" =|7" (cosng + isinng) =r" &

Wie man leicht erkennt, gilt diese Beziehung austniegative ganzzahlige Werte voanFerner folgt
daraus

m
m 3N — ,m+n m\" — _m@ m r=z,m — m Zm_m—n Zlm_ 21
=z, (@) =2% ga-a), G B3]

Es gelten also die gleichen Potenzgesetze wieeéllerZahlen



5.5 Der binomische Lehrsatz

Aus den Rechenregeln fir Potenzen und den Mulépbksregeln fur zwei Klammerterme folgt
sofort, dass der binomische Lehrsatz fir positiamezgahlige Exponenten auch fiir komplexe Zahlen

gilt:
n_ n n n n-1 n n-k n N
(2+2z) = N e B A P L A I

5.6 Die Moivreschen Formeln
Aus der Gleichung (siehe 5.4)
z" =|7" (cosng + isinng)
folgt fir
|Z=1:  (cosp+ ising)" = comgp + isimg

Andererseits liefert der binomische Lehrsatz fisifpee ganzzahlige Exponenten:
(cosg + ising)" = co8¢ + EZJ cos ¢ [ sm—(g c68 g0 Sip— (Q cdodp 0 S
n _ . ny .
+(4jco§ ‘o sirfg+---+ i‘(nJ sifg .

Wenn man die rechten Seiten der beiden Gleichungegieicht und berticksichtigt, dass die Realteile
und die Imaginarteile jeweils gleich sein missehak man dieMoivreschen Formeln :

cosng = co§¢—(gj co5%g [ sﬁ¢+(2j cosgp 0 slg-+--
sinn¢=nco§‘1¢Dsir¢—(2j cos’p 0 sii;ﬁ{;j c6Sp 0 sip—+---

wobei die rechten Seiten so weit zu ergénzen disddie Blnomlalkoeff|2|enter[ jnull werden.
k

Dies geschieht, werk> n wird.

5.7 Wurzeln aus komplexen Zahlen

Die Losungen der Gleichung

n

X =z n: positiv ganzzabhlig
heiRen dien-ten Wurzel aus der komplexen Zahl

x=z.
Setzen wir

z=r(cosp+ isinp) und x=p( cog + isig)

SO muss wegex' =z



p'=r und ny=¢
und folglich

p=Yr und ¢:%

sein Bei der Division durch ist jedoch zu beachten, dass das Argumgugriodisch ist mit der
Periode 2, also
p=¢,+kBr k=0,1,2,...

Folglich findet man fly genaun verschiedene Werte, namlich

¢ ¢+2m p+2m  p+(n-1)2w
n’ n ' n ' n

(//:

Von k = n an werden lediglich die vorderen Werte (vom zwe#e) wiederholt. Das Gleiche gilt fur
negative Werte vok. Also ist:

WE:w(um¢+ﬁm”+mm¢+Em”j k=0,1,2(n- )

Jeder dieser Werte wird eirmete Wurzel der komplexen Zald genannt. Die diesen Werten
entsprechenden Punkte der Zahlenebene liegenudlleiriem Kreis um 0 und sind die Ecken eines
regularem-Ecks.

Fur die Quadratwurzeln aus
. T, T
I =1| cos—+ isin—
( 2 2)

ergeben sich die Werte

/+kmrr
Vi= f(cosTmT+ |sm¥”] 2 k=0,:

und somit
(), =cosT+ isinT =32 (22 &,
1 4 4 2
5T
(\/i_) —0035—n+|sm5—n——ﬂ— i£2: e+
2 4 4 2 2
Analog findet man fur
J-i= lsm—
2
die Werte
3m
(\/—_I) —COSE+ISIHE— \/_2 \/_Z:e“ ‘
1 4 4 2 2
. mo. . J2 A2
\/—_I =coS—+ isSin—=—-j|—=¢e* .
( )2 4 4 2 2

Insbesondere ist die Quadratwurzel aus der komplexe  n Zahl

z=a+bi
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in der arithmetischen Form

2 2 2 2 _
Ja+bi=x \/Va s +a+i\/va b -a

2 2

Sgnb |.

sgn b bedeutebVorzeichen vorb.

Wenn wir nun noch verabreden, dass wie bei re&dren

Z% :(zijm (2]’

sein soll, wobein eine positive ganze uneh eine beliebige ganze Zahl ist, dann sind damit die
Potenzen komplexer Zahlen mit rationalen Exponed&fmiert. Es bleibt als vorlaufig letzter Schritt
die Zulassung und Erkléarurigationaler Exponenten (siehe Kap. 5.8). Zuvor behandeln edogh
noch den

Spezialfall: Komplexe n-te Einheitswurzeln X,

Aus
X, =1=cos0+ isin0 = x, = cogmﬂ+ isirl*ftzﬂ und aus
n n
N . . _ m+k2m . a+k[2r
X =-l=cosm+ isimt = X, = COS + isin
n n
mitk=0,1 2,..., 6-1).
Beispiele:
X, =1 X, =3+53
X::]. = Xq:—%+L2\/§ )(2:—1 = xq:—]_
%= =343 %, =143
XEO:]_ X%:%\/E"'LZ\/E
=] :—l\/§+l\/§
xX=1 = s X=-1 = AR :
x,=-1 X, = ~3V2+44/2
Xe,= ! Xo =% 2-i2

Die Lésungen der binomischen Gleichung  x" =a

Mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln lassen sich die Losungen di@sgichung so darstellen:

{‘/55(ek fura> 0, wobekx, die Losungen der Gleistyx;= 1 sind,
J-a X, fura<o, wobeix, die Lésungen der Gleichyxi=-1 sind
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5.8 Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten

Es seiz eine beliebige, von 0 verschiedene komplexe Zahl:

z=r(cosp + isinp) =r[ cogdp, +kO &)+ isifp,+kOR)|= %**" k= 0,12

Dann soll untee’ (v reell) jede der folgenden komplexen Zahlen vedganverden:
2 =r"[ cosv(¢ +k ) + isinv(¢ +kOa) | =r”eeren

Hinweis: Fur die so allgemein definierten Potenzen komplexer Zahlen gelten die Grundregeln
fur das Rechnen mit Potenzen (siehe Kap. 5.4), nich  t mehr.

12



