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Mechanik realer Korper

1 Der Massenmittelpunkt und seine Bewegungsgleichu ng

Nun wird die Mechanik wirklichkeitsnaher: Wir wendeie an idealen Massenpunkten gewonnenen
Ergebnisse auf reale Kérper an.

Die Atome — und im Allgemeinen auch die Molekllaus denen reale Korper bestehen, kommen
unserem ldeal des Massenpunktes vollig hinreichmata. Daher kénnen wir reale Kérper als Syste-
me zahlreicher Massenpunkte auffassen. Die im Rdige hergeleiteten Satze Uber Systeme von
Massenpunkten gelten folglich fiir reale Korper. Dialissen nicht unbedingt Festkorper oder gar
starre Korper sein; die hier abzuleitenden Sat##emg@anz allgemein fir jedes irgendwie klar defi-
nierte System von Massenpunkten: fir die Flussigkdér das Gas in einem Behalter (einschlief3lich
oder ausschlie3lich des Behdlters), fur eine irmiRaumfahrzeug frei schwebende Kugel aus Was-
ser, fur eine Gaswolke im Weltall, ja sogar fureef@alaxie aus Fixsternen, die wegen der riesigen
Entfernung uns als Punkte erscheinen.

Als Erstes treffen wir eine wichtige UnterscheiduKgafte, die zwischen zwei Massenpunkten des
Systems wirken, heiReimnere Krafte Dagegen heilen Kréfte, die ihren Ursprung auertes
Systems habe@ul3ere Krafte

Wir betrachten nun ein System von beliebig vieleasbenpunkten. Auf einen von ihnen (deten
Massenpunkt) wirke eine Anzahl aul3erer Krafte, wiiedurch ihre Resultante, ersetzen. Ferner
wirke vom ersten Massenpunkt her auf ihn die (iah&raft Fy ein, vom zweiten Massenpunkt die
Kraft Fy, allgemein vomi-ten Massenpunkt die KraF;. Dann lautet die Bewegungsgleichung fir

denk-ten Massenpunkt
LN + 3 Fy, (1)

izk

wobei die Einschrankung sungleichk« tberfllissig ist, weil kein Massenpunkt auf sielbst eine
Kraft austiben kann.

Summieren wir die Bewegungsgleichungen samtlichasdénpunkte des Systems, so erhalten wir

Z ‘Zzt; —ZF +ZZF )

Nun gibt es aber nach Newtons 3. Axiom (actio =tiex zu jeder inneren Kraft eine gleich grol3e,
entgegengesetzt gerichtete: Wenn dex Massenpunkt auf deldten Massenpunkt die Krafe
ausibt, dann Ubt déete Massenpunkt auf daaen Massenpunkt die Kraft,; = — Fy aus. Alle
inneren Kréafte treten daher in entgegengesetztigdai Paaren auf. Daher ist die doppelte Summe auf
der rechten Seite der Gleichung 2 gleich null. Afto

S =S, ©)

k k

Die folgende Abbildung zeigt ein System von Masseipen mit ihren Ortsvektoren, die von einem
beliebig gewahlten Nullpunl® ausgehen:



Abb. 1

Die Summe der Massen aller MassenpunkteMselWir bestimmen nun einen Pun& mit dem

Ortsvektorrs so, dass
M rg :kark. 4)
k

Den so definierten Puni8nennen wir deMassenmittelpunkbderSchwerpunktles Systems. Durch
Aufspaltung der Vektorgleichung (4) in die Kompoten findet man fur die Koordinaten des

Schwerpunkts:
X = ﬁzk: m, X,
Ve = ﬁzk: m, Y, (5)
z, = ﬁz m %

Die Koordinaten des Schwerpunkts sind also dieaWierte der mit inren Massen gewichteten Koor-
dinaten der Massenpunkte des Systems.

Um den Schwerpunkt zweier Massenpunikteund m, zu ermitteln, legen wir den Nullpunkt der
Ortsvektoren am einfachstennm:

Abb. 2



Dann ist definitionsgeman

(m+m)rs =y,
woraus folgt
__ M
rs = m+m r,. (6)

Der Schwerpunkt liegt also auf der Streakam, und teilt sie im Verhaltniey, : m.
Differenzieren wir die Gleichung (4) zweimal nadr &eit, so erhalten wir
M d’rg :zm( dzrk_
dt® &= dt?
Setzen wir dies in Gleichung 3 ein, so erhaltendigrwichtige Gleichung

d’r
miZFW

Fa= Y Fy
k

die Resultierende aller am System angreifendenréanf¥@afte ist. Die Gleichung (7) entspricht genau
der Newtonschen Bewegungsgleichung fur einen KédpeiMasseM, an dem die KraffFg angreift.
Das bedeutet:

M

(7)

wobei

Der Massenmittelpunkt eines Systems bewegt sich so, als ob sich in ihm die gesamte Masse
des Systems beféande und an ihm die Summe (Resultant  e) aller au3eren Krafte angriffe.

Aus dieser Eigenschaft des Massenmittelpunktesimrkich auch sein Name »Schwerpunkt«: Im
Schwerefeld der Erde verhalt sich der SchwerpumdseKorpers so, als wirkte auf ihn die Summe
der Gewichtskrafte der einzelnen Massenpunkte,ddsaGesamtgewicht des Systems ein.

Falls keine auleren Krafte einwirken, bleibt dersbnmittelpunkt in Ruhe oder bewegt sich gleich-
férmig geradlinig.

Beispiel: Zwei Massenpunkte mit den Massem und m, (die nicht gleich sein missen) sind durch
eine Schraubenfeder, die sowohl gedehnt wie gdstamerden kann, miteinander verbunden und
befinden sich in der Entfernurgvoneinander im Gleichgewicht.

{0) Q

Abb. 3



Wird die Entfernung um eine kleine Streaka verandert, treten Rickstellkrafte auf, die der ke
Aa proportional sind. Wie lauten die Schwingungsdiaingen der beiden Massenpunkte?

Wir nehmen an, dass die Anderung der Entfernunghdewei entgegengesetzt gleiche duRere Kréfte
geschieht, die am, und m, angreifen, sodass der Schwerpuskh Ruhe bleibt. Dann bleibt er auch
bei der nachfolgenden Schwingbewegung in Ruhe, amdt zweckmaliig, ihn zum Ursprung des
Koordinatensystems zu machen. Die Koordinaten dietelm Massenpunkte seien in der Ruhelaje
undx,®, wahrend der Bewegung undx,.

Aus der Definition des Schwerpunkts folgt weger 0, dass stets

mx+mx=0 (B1)
Ferner ist

X —X% =at+tAa
und daher

Aa=x-x—-a (B2)
Damit lautet die Bewegungsgleichung fiif.

d2
m g+ k(x- %= 4=0, (83)

wobeik die Federkonstante ist. Eliminiert man mit GleichB1) x,, so erhélt man

2
d X1+k[i+_1jx1:@

de \m m m

Setzt man

1 1 1

_+_:_’

m m U
so wird daraus

2

d’x , k, - ka

dat® x4~ m

Dies ist eine gewdhnliche Schwingungsgleichungeiiem konstanten Glied auf der rechten Seite.
Wie leicht zu erkennen ist, steli, = C ein partikulares Integral dar. Durch Einsetzendia
Differentialgleichung ergibt sich

Xp =C= au = rnz
m  m+m
Die allgemeine Losung lautet dann
X =—2 4+ Asin(wt+0), mit w:\/E.
m +m, H

Die Bewegungsgleichung fiam, findet man am einfachsten durch Anwendung vondBleig (B1):

a



__m_ _Mr o i
X, =——x =—| XV + Asin(wt+J
=M= 0 s (o))
S L a—mAsin(wHJ).
m +m m

Die beiden Massenpunkte schwingen also im Gegentakhre Ruhelage; ihre Amplituden verhalten
sich umgekehrt wie die Massen. Die Kreisfrequehglech der eines einfachen harmonischen Oszil-
lators mit der Massg, welche die »reduzierte Masse« genannt wird.

2 Der Impulssatz

Der Impulsp eines Massenpunktes ist definiert als das Produkt seiner Massen und seiner
Geschwindigkeiv:

p=mv. (8)
Nach dieser Definition als skalares Vielfaches gektors ist der Impuls selbst ein Vektor.

Den Impuls eines Systems von Massenpunkten defmieir entsprechend:

p=D My, ©)
k

Haben alle Massenpunkte des Systems dieselbe Geslifjieeit, vereinfacht sich die Gleichung zu:
p=v) m =Mv (20)

k

2
Z F.= % :Z m%
k k k
Wenn allemy konstant sind, kann diese Gleichung zwischen hebebigen Grenzety undt, inte-
griert werden:

Nach Gleichung (3) ist

t, t t, t,
dv,
IZdet:Ika kdt:jzﬁldvk:zﬁlv = p(3)- p(h).
k k dt k k
o] ty t t
Auf die linke Seite der Gleichung wenden wir demzSan, dass das Integral Uber eine Summe gleich

der Summe der Integrale tUber die einzelnen SummaistiéAuf der rechten Seite der Gleichung steht
die Anderung des Impulses des Systems im Zeitiatievent; bist,. Also gilt:

Zka dt=p(t,) - p(t,) (11)
k%

Auf der linken Seite steht nun die Summe aller $t§taRe«, die in der Zeit vofy bis t, auf die
Massenpunkte des Systems einwirken. (Unter einemaftdfol3« verstehen wir das Zeitintegral tber
eine an einem Korper angreifende Kraft.) Also gilt:

Die Summe aller KraftstoRe, die in einem Zeitinterv  all auf die Massenpunkte eines Systems ein-
wirken, ist gleich der Anderung des Impulses des Sy  stems in diesem Zeitintervall.



Wirken auf ein System keine aufl3eren Krafte ein, ble ibt der Impuls des Systems konstant. (Satz
von der Erhaltung des Impulses.)

3 Das Drehmoment

Wir betrachten zunachst einen Massenpumkt einem kartesischen Koordinatensystem, auf dean e
Kraft F wirkt.

Abb. 4

Stellen wir uns zunéchst einmal (und nur vortibeegeh dieX-Achse als Drehachse vor, mit der der
Massenpunkm starr verbunden ist. Der Abstandsvektor des Mams®es von der Drehachse ist
dann

Mo =T, +r

Fur die Drehwirkung beziglich d¥rAchse zahlt nur die auf, senkrechte Komponente vén Diese
ist
Fyz =F vt F.

Dabei wirkt aufr, nurF, und aufr, nurF,, die jeweils senkrecht aufeinander stehen. DidnDii&ung
setzt sich also zusammen aus den Produkten

ry Fz (in Richtung deX-Achse gesehen rechts drehend) und
r. Fy (in Richtung deX-Achse gesehen links drehend).

Die gesamte Drehwirkung oder der GroRenwertmeamoments der Kraft beziglich deX-Achse
ist daher



M, =rF,-rF,
Entsprechend findet man die Drehmomente der Keftiglich der beiden anderen Achsen:
M,=rfF,-rF, und M =rk -rk ,

Wir kdnnen uns nun vorstellen, dass der Massenpumkalle drei Achsen drehbar ware, etwa durch
eine kardanische Aufhdngung mit dem Zentrun®irNun fihren wir drei Vektoren ein, welche die
Richtungen der Koordinatenachsen haben:

M, = (ryFZ—rf y)el,
M, =(r,F,~rF e,
M, = (ery—rf X)e3.
Die Summe dieser drei Vektoren ist der Vektor
My =M ,+M +M ,
:(rsz_rf y)el+(r F Tk )ez-"(r K VTR ) &
Wir erkennen in diesem Vektor das Vektorproduktdektorenr undF:
Mg =r xF . (12)

Fuhren wir ein anderes Koordinatensystem mit ddmeseUrsprundg ein, so bleibem undF davon
unberihrt. Der VektoMg bleibt also bei einer Drehung des KoordinatensgstamO unveréndert.
Wir bezeichnen ihn als das Drehmoment deaniangreifenden Kraft beztglich des PunkBe<r gibt
hinsichtlich einer Drehung ui@ die Richtung der durc® gehenden Drehachse und den Grélzenwert
des Drehmoments an, dasaufm ausiibt. Sein GrolRenwert ist gleick sina, wobeia der vonr und

F eingeschlossene Winkel ist. Der GrolRenwert desidoeents ist daher gleich dem Produkt aus
dem Hebelarm bezlglich und der dazu senkrechten Kraftkomponente.

Dieses Ergebnis Ubertragen wir nun wieder auf gisteé®n von Massenpunkten und bezeichnen die
Summe aller auf die Massenpunkte des Systems auegeDrehmomente als das auf das System
beziglichO ausgeiibte Drehmoment:

M, :Z(rkka)' (13)

k

4 Der Drehimpuls

Analog zum Impul$ = mv eines Massenpunktes wird — zunachst anscheineras &tillkirlich — der
DrehimpulsL eines Massenpunktes beziglich einer Drehachses(iAlbildung:O) definiert als ein
Vektor, dessen GroRenwert gleich dem Produkt ams @gigheitsmomend = m r* des Massen-
punktes (beziglic) und dem GroRRenwetit seiner Winkelgeschwindigkeit ist:

L=Jw=mrw. (14)

Der Grund flr diese Definition ist ihre Zweckmaf@gk AuRerdem ergibt sich eine schéne Analogie:
In der Impulsgleichung tritt anstelle des Impulsles Drehimpuls, anstelle der Masse das Tragheits-



moment und anstelle der Geschwindigkeit die Wingsthwindigkeit. (Daneben gibt es noch weitere
Analogien.)

Als Richtung des Vektork wahlen wir die Richtung des der Winkelgeschwindiglkzugeordneten
Vektorsw und somit die Richtung der Drehachse. Somit wird:

L=Jw=mre. (15)

Zerlegen wir die Geschwindigkeitin eine Radialkomponentg,y und in eine Transversalkomponente
Virans, SO ISt

W= Vtr?ns ) (16)

trans

Abb. 5

Die Transversalkomponente der Geschwindigkeit istRfojektion des Vektorg auf die zur senk-
rechte Richtung:

rxdr
_ Ir xv| _|
r r

V,

trans

Wegen Gleichung (16) und da der Vektor der Winksthevindigkeit dieselbe Richtung hat wie das
obige Vektorprodukt, ist

dr
rx—
o= dt (17)

2 .

Damit ergibt sich fur den Drehimpulsschlieflich:

rx—
L=Jw=mr Zdt :n{rX%} (18)

Wir Ubertragen das Ergebnis auf ein System von dfgaekten, indem wir verabreden:




Unter dem Drehimpuls eines Systems von MassenpuriégtglichO verstehen wir den Summen-

vektor
Zm (r x%] (19)

5 Drehmoment und Drehimpuls

Um den Zusammenhang zwischen Drehmoment und Drefsmpu ermitteln, bilden wir die
Ableitung der Drehimpulsgleichung nathAus Gleichung (19) folgt dann:

dL dr, d of dr
e T84 e Tnd) o
K k

da das erste der beiden Vektorprodukte null ist.

Nach der Bewegungsgleichung (siehe Gleichung §1)) i

d?r

wobeiF, die Resultierende aller Krafte ist, die von auBefm, einwirken, wahrend der zweite Term
die Summe aller aufy einwirkenden inneren Krafte ist. In Gleichung (2@)gesetzt ergibt das:

Sz B T

Die erste Summe ist die ResultiererMg der Drehmomente der &uReren Krafte. Die zweiteraim
ist die Resultierende der Drehmomente der innemgifit& Wegen »actio = reactio« ist fur jedes Paar
von Massenpunkten steks; = — Fy und daher gilt fir die Summe der beiden Drehmomedie
irgendein Paar von Massenpunkten beziudDadufeinander ausibt:

reXFy +r <k, :(rk _ri)xF ik

Nun istry — r; der Vektor, der die beiden Massenpunkte verbinDatF; stets die Richtung der
Verbindungsgeraden hat, ist das letzte Vektorprodulk. Somit ist

dL,
& Z(r xF ) =M .

k

Das bedeutet:

Die Anderungsgeschwindigkeit des Drehimpulses eines Systems ist gleich dem von aufen
wirkenden Drehmoment.

Durch Integration zwischen den Grenzeandt, folgt daraus:
t, t
jdLo = Lo(tz)_l—o(tl) = J.M odt'
tl tl

Das bedeutet:

10



Die Anderung des Drehimpulses eines Systems in eine  m Zeitintervall ist gleich dem auf das
System in diesem Intervall ausgetibten »Drehmomentst o3« (das ist das Zeitintegral des Dreh-
moments).

Ferner:

Wirkt auf das System kein auf3eres Drehmoment, so bl eibt sein Drehimpuls konstant. (Satz von
der Erhaltung des Drehimpulses.)

6 Die Energie eines Systems von Massenpunkten

Wir gehen wieder von der Bewegungsgleichung (Gleigh(1)) eines einzelnen Massenpunktes aus:

d’r,
m—=F+ ZFik'
dt i
Wir multiplizieren die Gleichung mitrg/dt:
dr, o, Z
F
ae o ( J
Der Term auf der linken Seite der Gleichung kana feigt umgeformt werden:

2
d’r, o, _ 1 d(dkj |

d

dat> o¢ 2 “d

Somit ist

2
1 d{dr ar a
e el :Fk_k+ZFik_k'
2 “dt o @ & “d
Diese Gleichung gilt fir jeden Massenpunkt des &yst Nun summieren wir die Gleichungen aller

Massenpunkte des Systems, wobei auf der linkere Siggt Reihenfolge der Differentiation und der
Summation vertauscht werden darf, und erhalten:

EDREIIDIE DI

Diese Gleichung wird mittdnultipliziert und zwischen den Grenzirundt, integriert:

a3z o[ e T g o
:rT)[Zder“ZZF'kdkj

riy) N K

t r(ty) r(ty)

%Zm{%] [ SR [Y3F

y, () K r(ty) K

11



_dr,
und mit—- =v,
dt

r(ty) r(ty)

RO REIILINEIRN DTN DN YT

i) K ry) K

Auf der linken Seite der Gleichung steht die Anagyder kinetischen Energie des Systems, rechts die
Summe der Arbeit der &uReren und die der inneréftd&im betrachteten Zeitintervall. Die aufgewen-
deten Arbeiten fuhren also zu einer gleich groRend¥derung der kinetischen Energie des Systems.
(Dies ist ein spezieller Fall des Satzes von daaEung der Energie.)

Mit der kinetischen Energie kann man nun folgendefdmung vornehmen: Wir fihren ein weiteres
Koordinatensystem ein, dessen Urspr@gn Schwerpunkt des Systems liegt. Dieser haberatee
Koordinatensystem den Ortsvektdr Der Ortsvektor des Massenpunktasim neuen System sgi.
Dann ist

Ne=r=+",

2 2
drk:dr*err'k N ay ) _[d +2d* d;(+ d
d d o d d d d d
und damit

2 2
dr, 1( dr* ad a¢’' I dr',
— =— + —+— — | . 22
(5] 4] 2 ) e
Nach der Definition des Schwerpunkts (Gleichung {2t)
1 .
Wi
wobei (*)' die Koordinate des Schwerpunkts im zweiten (dgestrichenen«) System ist. Diese ist

hier gleich null, und damit wird der zweite Terntf aer rechten Seite der Gleichung (22) null. So
ergibt sich schliellich:

BTN N A

und

Das bedeutet:

Die kinetische Energie des Systems ist gleich der S  umme aus der kinetischen Energie der im
Schwerpunkt vereinigt gedachten Masse des Systems u nd der kinetischen Energie, welche die
Massenpunkte des Systems infolge ihrer Bewegung rel ativ zum Schwerpunkt haben.

12



7 Ein System von Massenpunkten unter der Wirkung k  onservativer Kréfte

Wir wollen nun von den inneren Kréften annehmea,sgien »konservativ«, das heildt, dass zu jeder
von ihnen ein Potentialfeld gehort.

Die Massem erzeuge am Ort der Massg das Potentiad,, die Massan, am Ort der Massm das
Potential®,;.

Abb. 6

Nehmen wir an, das Feld und damit das Potentiasejaden Massenpunktes werde erzeugt durch
eine »Ladungs; bzw. p\, die der jeweilige Massenpunkt besitzt (z. B. edifasse, seine elektrische
Ladung, ...) und das Feld wirke auf die »Ladungjéaveils anderen Massenpunktes. Die »Ladung«
der Massenpunkte sei die Ursache der Krafte zwisdimeen. Die Potentiale sind dann proportional
der felderzeugenden Ladung. Bezeichnen wir dasigghezogene Potentiddp mit 7, dann ist

& =p¥.
Das ladungsbezogene Potent#l hangt dann nur noch vom Abstadg der beiden betrachteten
Massenpunkte ab:

W= £(d)= (VO =X+ (y - WP+ (7= 27)

Nach einem Satz der Feldtheorie (si¢titp://home.vrweb.de/~si.pahter Vektoranalysis) ist die
Kraft, die von der Masse auf die Massen, ausgetibt wird,

W, Y, Y
a=-nagmwm=—ma[ e ot et *%}

ox. — 0y, ~ 0z
und analog
oY, oY, o,
Fo =-p pgrad¥,, =—p Ke +—Xe+—gl|

Wegen »actio = reactio« iB{; = —Fj und daher

grad¥, =- grad/,,

13



Nehmen wir nun an, die beiden Massen wirden duieledeils einwirkende Kraft um kleine Stre-
ckendr; bzw.dr, verschoben, dann wird dabei von den Kréaften disefir

Fdr +F,d, =-p 0 (grad’uki d + gra&, FQ)
verrichtet. Wegellr = —Fix und grad?y; = — grad¥ gilt
Fqdr +F, d =+, d + , d =-p :@(graduik rd + gra@, r g)
o, o ov. o, o, ov.
=—n k dx + |kd_+ |kd_+ |kd+ |kd+ |kd
louok(a)ﬁ X dy Y 97 Z dx X dy Y 37 Z]

Der Term in der Klammer ist das vollstandige Diffietial d? der Funktion¥; mit ihren sechs
Variablen. Also ist

Fqdr +F, & =-p o &, .

Wir greifen nun auf die Gleichung (21) des voraragegenen Kapitels zurtick:
r(ty) r(ty)

RO EMITORIDITEY PHIHS

r() K ) K
Wir kénnen im ganz rechts stehenden Term das Ptéduér, durch das Differential —&, ersetzen.
Bei der Summierung missen wir jedoch beachten, dai&, schon zwei der Summanden enthalt,
weshalb bei der Summierung jeder Summand doppekowamt. Dies muss durch einen Faktor %
bericksichtigt werden:

ZZFik dr, = _%Zzpi P ¥, = _%szd)ik '
k i koo ki

Das uber diese Doppelsumme zu bildende Integrahisinem Potentialfeld vom Weg unabhangig

und hat den Wert
1Y N B (1) +1Y D B, ().
koo ko

Wenn wir nun auRerdem annehmen, dass auch diegiuRs#ifte ein Potentialfeld haben, dann wird
auch das erste Integral vom Weg unabhangig und s@augeschrieben werden:

D D)+ o).

Dann nimmt Gleichung (21) folgende Form an:

En(L)+ D AL) T3 Y Pult) = En()+ D A1) +3D D @ (0).

Das bedeutet:

Die Summe aus der kinetischen Energie, der aulamtiellen Energie und der inneren
potentiellen Energie eines Systems von Massenpurgté&onstant, wenn sowohl die duf3eren

wie die inneren Krafte ein Potentialfeld besitzkonservative Krafte sindpies ist eine erwei-
terte Form des Satzes von der Erhaltung der Energie
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