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1 Die Kinematik starrer Korper

1.1 Was ist ein starrer Korper?

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunideren Entfernungen voneinander konstant sind.
Wir sehen also ab von Deformationen des KorpersvondSchwingungen der Massenpunkte (Atome,
Molekiile), wie sie bei realen Korpern stets vorleandind. Der ,starre Korper® ist also auch eine der
so nitzlichen Abstraktionen und IdealisierungenTderoretischen Physik.

1.2 Die Verschiebung eines starren Korpers

Die einzig mogliche Verdnderung eines starren Kigrpst demnach die Verdnderung seiner Lage
relativ zu anderen Kdorpern, z. B. relativ zu einBezugssystem, das von einem Beobachter als
ruhend betrachtet wird. Eine solche Lageanderuri§t Werschiebung«. Sie kann auf drei ver-

schiedene Arten geschehen:

Die Translation

Diese ist eine Verschiebung aller Massenpunktekéegers um denselben VektarDer Ortsvektor;
eines beliebigen Punktes geht dabei Ubet;jimvobei gilt:

rL'=r +s.

Die Rotation um eine Gerade ¢

Dabei bewegen sich alle Massenpunkte, soweit sieat miuf der Geradeg liegen, auf Kreisbégen,
deren Mittelpunkte auj liegen. Die Geradg heif3t Rotationsachse.

Die Rotation um einen Punkt P

Dabei bewegen sich alle (Ubrigen) Punkte des K&rperf konzentrischen Kugelflachen um das
RotationszentrunP. Wie spater gezeigt wird, kann eine Rotation umeeiPunkt stets auf eine
Rotation um eine durch diesen Punkt gehende Aansekgefihrt werden.

1.3 Die Anzahl der Freiheitsgrade eines starren KO  rpers

Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Kdrpers gibtwda viele voneinander unabhangige Bewegungen
der Kdrper ausfuhren kann. Ein Eisenbahnzug hat erdan seine Schienen gebunden ist - nur einen
Freiheitsgrad (vorwarts und rickwarts zahlen zusamais eine Bewegungsmoglichkeit). Formal ist
dies daran erkennbar, dass die Position des Zugeh dine einzige Koordinate beschrieben werden
kann, wie sie sich z. B. auf den Kilometertafelnd&t. Ein Auto auf der Erdoberflache hat drei
Freiheitsgrade: Sein Ort kann durch seine geogtadid ange und Breite beschrieben werden, die
Richtung seiner Langsachse z. B. durch den WinlkeNordrichtung. Die beiden anderen Winkel —
die Ausrichtung des Fahrzeugs um die Langsachseuomdie horizontale Querachse — dienen der
Anpassung an Abweichungen des Gelandes von dezomégien Ebene und sind durch den Ort und
die Richtung der Langsachse bestimmt. Sie sindrdaiee Freiheitsgrade.

Die Anschauung zeigt, dass ein freier Korper wieBz.ein kunstflugtaugliches Flugzeug drei
Freiheitsgrade der Translation besitzt: er kani siamlich frei in drei raumlichen Dimensionen



(L&ange, Breite, HOhe) bewegen. Dazu kommen dreinEitsgrade der Rotation: er kann um drei
raumliche Drehachsen rotieren. Folglich besitztfdge Korper sechs Freiheitsgrade der Bewegung.

Die Zahl der Freiheitsgrade wird eingeschrankt, mvéar Kérper nicht vollig frei beweglich ist. Ist z
B. einer seiner Punkte festgelegt, so fallen dé Hreiheitsgrade der Translation weg, und es éfeib
nur noch die drei Freiheitsgrade der Rotation UbNgd ein weiterer Punkt festgehalten, so kann der
Korper nur noch um die Verbindungsgerade der beRlerkte rotieren, und seine Lage ist durch eine
einzige Koordinate, namlich den Drehwinkel, festgel Er besitzt also nur noch einen Freiheitsgrad.
Legt man nun noch einen dritten Punkt des Korpess §o verliert er auch den letzten Freiheitsgrad
(sofern die drei Punkte nicht auf einer Geradegels.

Nach dem folgenden Exkurs tber die Eulerschen Winkeden wir einige Bewegungen untersuchen,
die bei verschiedenen Einschrankungen der Fregimgdts starren Korpers moglich sind.

1.4 Die Eulerschen Winkel

Gegeben sei ein relativ zum Beobachter festesdiactees<Y ZKoordinatensystem sowie ein um den
gemeinsamen Ursprung drehbaXe¥’Z’-Koordinatensystem. Die Lage der Einheitsvektorendtei
.drehbaren Achsen” relativ zu den festen Achsennkdarch die 3 x 3 = 9 Richtungskosinus der
Einheitsvektoren beschrieben werden (siehe unizmlzwischen den neun Richtungskosinus jedoch
sechs Bedingungen bestehen, sind davon nur 3 &glbar. (Das entspricht den 3 Freiheitsgraden der
Rotation.) Die sechs Bedingungen lauten:

i” =coda +cod§p + cosy, = 1,

j”=cosa,+ co$p,+ cosy,= 1,

k” =cos a,+ co§ B, + cosy,= 1,
i'J'=cosa, coxr,+ cof, c08,+ COS Cps=
j'IK'=cosa, comr,+ cof, cCQ8.+ CO5 Cps=
k'i'=cosa, cosr,+ cof, cg8+ cog cps=0.

Daher ist es haufig vorteilhaft, von Anfang an drgi unabhéangige Winkel einzufiihren. Dazu eignen
sich die drei ,Eulerschen Winkelp,¢y und# (phi, psi und theta).




J ist der Winkel zwischen det' -Achse und deZ-Achse. DieXY-Ebene (grau) schneidet dxeY" -
Ebene (grin) in einer Geraden, die Knotenlinie gahavird und auf der der Einheitsvektodiegt.
Senkrecht zu n legen wir in d&fY-Ebene eine Gerade, auf welcher der Einheitsvehktdiegt.

Der Winkel v ist der Winkel zwischen der Knotenlinie und d¢tAchse und wird »Knoten-
lange« genannt (analog zur geografischen Lange). Gegenstick in deX'Y'-Ebene, namlich der
Winkel zwischen der Knotenlinie und dérAchse ist der Winkep.

Sind die Eulerschen Winkel gegeben, kann man dasdfmatensystery, j', k' zeichnen: Zuerst wird
mit dem Winkely die Knotenlinien in dieXY-Ebene gezeichnet. Durch diese Gerade wird daren ein
Ebene gelegt, die mit detY-Ebene den Winke# bildet; dies ist diX'Y' -Ebene. Das Lot auf dieser
Ebene inO ist dieZ'-Achse. DieX-Achse ist in deK'Y-Ebene dann durch den Winkebestimmt.

Die Einheitsvektoren des beweglichen Systems seien

i'=cosa,i + cogB,j + cogk
j'=cosa,i+ cog, | + cog,k
k'=cosa,i+ cog3,j + cog.k

Dann gelten die folgenden Beziehungen:

cosa, = cog cog — sig s cds
cosp =-—sing cog/— cop Sy cHs

siny sind |

cosy,

cosa, = co® s+ cog cqgs cds
cosp, =—sing siyy+ cog cag cés
cosy, =— cog/ si# ,

cosa, = sing sin? ,
cosf, = cop sid

cosAd = cos? .

Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich die Veislghngskomponenten und die Geschwin-
digkeitskomponenten beziglich d&¥, Y- und Z-Achse sowie die Rotationsgeschwindigkeiten um
diese Achsen aus den entsprechenden Grof3en desfldtpn Systems berechnen.

Zur Veranschaulichung eignen sich recht gut dieeEudd ihre Bewegung im Sonnensystem. Als
invariable XY-Ebene bietet sich die Ekliptik an, also die Ebdee Erdbahn, in der auch die Sonne
liegt. Die Richtung deX-Achse kann z. B. durch irgendeinen in der Eklipggddegenen Fixstern
vorgegeben werden. Di¢-Achse steht auf deX-Achse senkrecht, dig-Achse auf der Ekliptik. Der
Nullpunkt beider Koordinatensysteme sei der Erdatptinkt. DieX'Y-Ebene ist die Aquatorialebene,
wobei dieX'-Achse z. B. durch den Nullmeridian (den Meridiam\Greenwich) gehen soll. Dg&-
Achse ist die Rotationsachse der Erde.



Bliebe die Richtung der Erdachse unveréndert utidrte die Erde lediglich um di&-Achse, dann
anderte sich nur der Winkel zwischen Knotenlinie un'-Achse. Tatsachlich aber rotiert die
Erdachse in etwa 26 000 Jahren einmal umzZdiehse. Die Erdachse flhrt also eine so genannte
Préazessionsbewegung aus und somit andert sichdmucWinkely. Schlieflich schwankt aber auch
der Winkel zwischerZ'- und Z-Achse ein wenig: die Erdachse fihrt eine Nutatiemsigung (Nick-
bewegung) aus.

1.5 Ebene Bewegung eines starren Korpers

Ein Beispiel fUr die ebene Bewegung eines starrérp&rs ist ein Buch, das auf einer Tischplatte

bewegt wird. Dabei bewegen sich alle Punkte de&dr(des Buches) parallel zu einer Ebene (zur
Tischplatte). Alle Punkte des Korpers, die auf dellvsn Lot zur Ebene liegen, bewegen sich dabei
auf kongruenten Bahnen. Daher genigt es, den K@uyfeeine einzige Ebene — hier eine Seite des
Buches — zu reduzieren und lediglich die BewegungreEbene auf einer anderen, festen Ebene zu
betrachten.

Diese Bewegung hat drei Freiheitsgrade: Wir kéralierbeiden Koordinaten irgendeines Punktes der
beweglichen Ebene beliebig wahlen und dann die &€bech um diesen Punkt drehen.

Zunéchst will ich zeigen, dass man jede beliebigene Verschiebung eines Kdrpers aus einer
Position (1) in eine Position (2) als das Ergelen&r Drehung um einen Punkt auffassen kann. Dabei
wird von den Zwischenstadien der Verschiebung gé@lgesehen und es werden nur die Anfangs-
und die Endposition betrachtet. Dabei genligt esj awder Bewegungsebene gelegene PuAkiad

B des Kdrpers herauszugreifen, denn durch die Laggedbeiden Punkte ist auch die Position aller
Ubrigen Punkte des Korpers festgelegt. Durch dieabktete Verschiebung seien die beiden Pufikte



und B auf einem beliebigen Weg in die Positiéhbzw. B' bewegt worden. Konstruiert man die
Mittelsenkrechten der Strecké®\' undBB' und schneidet sie miteinander, so erhalt man dsisaipte
Rotationszentrun®?. Wahrend der Drehung wird das Dreie€&B in das kongruente Dreied¢kA'B'
Ubergefiihrt und gleichzeitig alle anderen Punkie Kdérpers aus ihrer urspringlichen Lage in eine
neue Position gebracht. Da das Drehzentrum flrPallgkte dasselbe ist, wirden denselben Punkt
P auch mit zwei beliebigen anderen Punkten (#tatdB) finden.

Ai

(Zum vollstandigen Beweis muss gezeigt werden, dieselbe Drehung, welche die Stre€lin die
StreckePA' Uiberfiihrt, auch die StreclkB in die Streckd®B' Uiberfiihrt. Dazu muss bewiesen werden,
dass der WinkeAPA' gleich dem WinkeBPB' ist. Wegen der Kongruenz der DreieckBB und
A'PB'sind die WinkelAPBundA'PB' gleich. Ich nenne sie. Nun ist aber

<APA =g +< BPA und

<BPB'=a +< BPA.
Also sind die beiden fraglichen Winkel gleich. -ntéicher ist folgende Argumentation, die spater
auch noch in einem anderen Zusammenhang benutdewd@ann: Da wir es hier mit einem starren

Korper zu tun haben, ist auch das DreiéddkP ein starres Gebilde. Daher kdnnen sich bei einer
Rotation umP die beiden RadieRA undPB immer nur um gleiche Winkel drehen.)

Wenn wir nun die Zwischenstadien der Bewegung nightrieren, sondern die Bahnkurven der
Punkte A und B genau verfolgen wollen, so kdnnen wir zun&chsigeirZwischenstadien der
Bewegung betrachten:



A
] An

Fir je zwei benachbarte Lagen der Stre&Bekdnnen wir - wie oben - ein temporéres Drehzentrum
konstruieren und so die gesamte Ortsveranderunghceine Anzahl von Drehungen um ein jeweils
anderes temporares Drehzentrum (,temporérer Poffaaern.

Verbindet man die benachbarten temporaren Drereembiteinander, entsteht ein Polygonzug. Es
lohnt sich, diesen Vorgang in seinen Phasen inneildell zu realisieren. Dazu befestigt man ein
Blatt Papier (die feste Ebene) auf einer geeignéteterlage (Korkbrett, Weichfaserplatte, Styro-
portafel ...). Ein zweites Blatt Papier (das tramsept sein sollte) stellt die bewegte Ebene (den
bewegten Kérper) dar, auf der zwei Punkteind B und ihre Verbindungsgerade markiert werden.
Anstatt nun aber die einzelnen Phasen der Versehgeldieser Ebene vorzugeben und dann
Mittelsenkrechten Giber mehreren kleinen Teilstrackeerrichten und diese paarweise miteinander zu
schneiden (was mihsam und ungenau ware), ist emusebequemer, das Pferd von hinten
aufzuzaumen und sich den Polygonzug von tempor&eatren beliebig vorzugeben. Dann wird das
transparente Papier auf die feste Ebene gelegt.eM#r Stecknadel sticht man zun&chst in den
PunktenA und B durch die beiden Papiere hindurch und markierteen Ausgangslage auf der
festen Ebene. Dann sticht man im ersten Drehzer®uinirch beide Ebenen und dreht die das obere
Papier um einen beliebigen Winkel (etwa 20° bis)3@fobei die Stecknadel die Drehachse bildet.
Dann sticht man die Nadel durch das zweite Drelaentund dreht wiederum die obere Ebene um
einen beliebigen Winkel usw. Nach der letzten Drghmarkiert man durch Durchstechen die Lage
der Punktdl; auf der festen Ebene und ebenso die Endlage dwtd>A und B, die mitA' und B’
bezeichnet sind. Dadurch erhalt man auf der fdsbmme eine Figur, die etwa so aussieht:



Diese Abbildung lasst sich auch als ,Ausschneidebhbgzur Demonstration verwenden. Dazu
schneidet man den linken Teil am blauen Polygorenttang aus. Dann legt man die Puridteund

Ps wieder aufeinander und dreht den ausgeschnitténken Teil umIle, bis ITs auf Ps zu liegen
kommt usw. So kann man den ganzen Vorgang ruckwértelgen, bis man am Anfang angekommen
ist. Von dort kann man den urspringlichen Ablau€maliziehen. Man kann also die wirkliche
Bewegung der Ebene (oder des Korpers) annédheramindan das korperfeste (blaue) Polygon um
das raumfeste (rote) Polygon ,kantet".

Wenn wir nun die Anzahl der betrachteten Beweguingsen unbegrenzt wachsen lassen, so nahert
sich der Bewegungsablauf unbeschrankt dem tatseliVVorgang und die beiden Polygone werden
zu glatten Kurven, von denen die blaue auf demrateollt. So ergibt sich folgender Satz:

Jede beliebige Bewegung eines starren Korpersar &bene kann dadurch erzeugt werden, dass eine
bestimmte, im Korper feste Kurve auf einer bestienmim Raume festen Kurve abrollt. Die erste
Kurve heil3t Gangpolkurve oder Kérperzentrode, dieite Rastpolkurve oder Raumzentrode.

Handelt es sich um die ebene Bewegung eines Kgrpergdnnen wir in den Punkten der Rast— und
Gangpolkurve Lote auf der festen Ebene errichtaas®bilden je eine gerade Zylinderflache, die
Gangpolflache (blau) und die Rastpolflache (rag,alifeinander abrollen.



Fwiel benachbarte temporare
Drehachsenpaare im
Moment des Rollenwechsels

1.6 Bewegung eines starren Koérpers um einen festen Punkt

Eine solche Bewegung heifl3t auch spharische Bewegugilgsich dabei alle Punkte des Koérpers auf
Kugelschalen (,Spharen”“) bewegen, deren Mittelpwdttfeste PunkD ist.

Wir betrachten wieder zwei PunkeundB des starren Kdrpers. Durch eine beliebige Bewegumng
den festen PunkD mogen die beiden Punkte in die Endla&gaind B' Gberfihrt werden. Wenn wir
wieder von dem tatsachlichen Verlauf der Bewegursghen und nur die Ausgangs- und die Endlage
betrachten, so kann der gleiche Effekt stets deioe Rotation um eine durch den festen Punkt
gehende Achse erzielt werden. Es gilt also der: &ate beliebige Bewegung eines starren Korpers
um einen festen Punkt ist &quivalent (d. h. hinticth des Ergebnisses gleichwertig) einer Rotation
um eine bestimmte, durch diesen Punkt gehende Aéhdersches Theorem).

Der Beweis verlauft analog zu dem fir die ebene &pwg.




Die beiden Dreieck®AA'undOBB'sind gleichschenklig. Wir errichten die mittelsesthte Ebene
auf AA' undf aufBB'. Jeder Punkt der Eberast vonA undA' gleich weit entfernt, und jeder Punkt
der Ebenef ist von B und A'B' gleich weit entfernt. Beide Ebenen gehen dutchind schneiden
einander in einer Gerad€¥C. Alle Punkte dieser Geraden haben die Eigensahdfte Punkte beider
Ebenen gemeinsam: sie sind sowohl vorund A' als auch vorB und B' gleich weit entfernt.
AulRerdem ist der WinkeAOC gleich dem WinkelA’OC und der WinkelBOC gleich dem Winkel
B'OC.

Jede durchD gehende und in der Eberdiegende Gerade kann als Drehachse dienenAumA'
Uberzufiihren. Dasselbe gilt fir jede in der Ebehegende und durclh gehende Gerade beziglich
der PunkteB undB'. Da die Gerad®C zusammen mit der StreckeB als starrer Korper aufgefasst
werden kann, fuhrt eine Drehung @, welcheAin A' Gberfuhrt, auchB in B' Gber.

Analog zu unserem Vorgehen bei der ebenen Bewegeingchten wir nun mehrere Zwischenstadien
der tatsachlichen Bewegung und ndhern jede der @awgsphasen durch eine Rotation um einen
bestimmte Achse an, die wie oben gefunden werden.kie verschiedenen Achsen und die von
ihnen bestimmten Ebenen bilden dann einerseits @meRaum feste Pyramidenflache (Rast-
polpyramide) mit der Spitze i®©® und andererseits eine im Kdorper feste (und somitRaum
bewegliche) Pyramidenflache, die Gangpolpyramideid® Pyramiden rollen Uber die Kanten
aneinander ab.

Awel henachbarte temporre
Orehachsen im Moment des
Faollemnwechsels

o

Wenn die Anzahl der betrachteten Bewegungsphaséesahrankt zunimmt, gehen die beiden
Pyramidenflachen in Kegelflachen (ber, die aufeilganabrollen und deren Mantellinien die
(raumfesten und koérperfesten) momentanen Drehaddisdn

Im Hinblick auf die spater zu behandelnde Kreisekbgung ist insbesondere der Fall interessant, in
dem die beiden Kegelflachen kreisformig sind. Dabgid zwei Falle zu unterscheiden: Der
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Gangpolkegel (blau) kann auf dem Rastpolkegel (antffen oder innen abrollen. Dies zeigt die
folgende Abbildung.

1.7 Die allgemeinste Bewegung eines starren Korper s

Die allgemeinste Bewegung eines Korpers ist eingdgeing, die keinen Einschrankungen unterliegt.
Ein solcher frei beweglicher Kérper hat sechs Figdigrade, namlich drei Freiheitsgrade der
Translation und drei der Rotation. Seine Lageastdelegt durch Angabe von drei seiner Punkte. Die
Anfangslage dieser Punkte #eiB, C,ihre Endlage séd', B', C!

Es kann gezeigt werden, dass jede solche Beweguuigadent einer Schraubenbewegung ist. Das
heil3t: Zu jeder Bewegung eines starren Korpers isis eine Schraubenlinie angeben, welche (ohne
Berucksichtigung der Zwischenpositionen) die PunkieB, Cin die PunkteA', B', C' Uberfihrt
(Theorem von CHASLES).

Auch hier kann der tatsachliche Bewegungsablauthdwine Anzahl n von einzelnen Schrau-
benbewegungen angendhert werden. Fir n gegen keadjibt sich eine kontinuierliche Folge von
unendlich vielen, verschwindend kleinen Schraubemsigeingen, welche den tatséachlichen
Bewegungsablauf exakt wiedergibt. Eine solche Benvgsgfolge heil3t Schrotung.

2 Kraftesysteme, die an einem starren Korper angre  ifen

Ein einzelner Massenpunkt erfahrt keine Beschlaumggwenn die Resultierende aller an ihm angrei-
fenden Kréfte null ist. Man sagt dann, die angradfn Krafte seien im Gleichgewicht (oder auch —
weniger prézise — der Massenpunkt sei im GleichdgetniAnalog gilt fir ein System von Massen-

punkten, dass sein Schwerpunkt keine Beschleuniguiddrt, wenn die Resultierende aller Krafte,

die an dem Punktsystem angreifen, null ist.
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Es seiFi die Resultierende aller Krafte, die am i-ten Magsunkten angreifen. Dann lautet die
Bedingung fur die Kréftefreiheit seines Schwerpsréiso:

ZFi:o.

Das bedeutet jedoch nicht unbedingt, dass dann alelMassenpunkte des Systems unbeschleunigt
sind, denn es kdnnte ja noch Rotationsbeschleugegguum den (unbeschleunigten) Schwerpunkt
geben. Die notwendige und hinreichende Bedingungl&i$ Fehlen von Rotationsbeschleunigungen
ist, dass die Summe aller an dem System angreifeDdehmomente null ist:

M =) r,xF, =0.

Beweis: Wie ich in ,Mechanik realer Korper* im Kagi ,Drehimpuls und Drehmoment” gezeigt
habe, ist ganz allgemein bei einem System von Mgssten

Das bedeutet: Die Anderungsgeschwindigkeig/dt des Drehimpulselsy des Systems ist gleich der
Summe der auf das System einwirkenden Drehmom@rean das DrehmomeMo null ist, ist auch

die Summe der Anderungen der Drehimpulse im Zeitetd d gleich null. Das damals betrachtete
System bestand allerdings aus unabhéngigen Magsdepuln einem solchen System ist es denkbar,
dass verschiedene Massenpunkte positive bzw. nedatehimpuls&nderungen erfahren, die einander
kompensieren konnen. Da wir aber nun ein starre$e8yvon Massenpunkten betrachten, missen
eventuelle Anderungen des Drehimpulses der einaeMassenpunkte stets dasselbe Vorzeichen
haben. Ihre Summe kann daher nur dann null seinpwgee alle einzeln null sind. Also finden fur
Mo = 0 im System keine Rotationsbeschleunigungen stat

Folglich gilt: Notwendige und hinreichende Bedingufiir das Fehlen von Translations- und
Rotationsbeschleunigung bei einem starren Korprsdass sowohl die Resultigfeder Krafte als
auch die Resultierendd der Drehmomente, die an dem Korper angreifen,isill

F=ZFi:O und M =Zri><Fi=O.

Fur die Wirkung des an einem starren Korper angneién Kraftesystems kommt es also nur auf die
beiden Resultierendela und M an. Dies gilt — wie spater gezeigt werden wirdiehtnur fir den
(statischen) Fall, dass keine Beschleunigungenfistign. Auch in den Gleichungen der Dynamik
treten nur diese beiden Summenvektoren auf, sadaassagen kann: Alle Systeme von Kraften, die
in den Resultierenddn undM Ubereinstimmen, sind in ihrer Wirkung gleichwef(@gjuivalent).

In diesem Zusammenhang begegnet uns ein weitegenadly Vektoren: Im Gegensatz zu den freien
Vektoren (sie sind beliebig verschiebbar) und debugdenen Vektoren (sie sind an einen Punkt
gebunden; z. B. Feldvektoren und Ortsvektoren)fediiKraftvektoren nur in ihrer Wirkungslinie
verschoben werden, da sich bei einer Parallelvezsohg auRRerhalb ihrer Wirkungslinie das von
ihnen ausgeibte Drehmoment andert. Solche Vektwien linienflichtig.

Dass Kraftvektoren nur in ihrer Wirkungslinie vemeben werden durfen, hat Konsequenzen fir die
graphische Addition paralleler und antiparalleleake.
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1. Fall: Parallele Krafte : Um die Resultierende zweier paralleler Kr&fteundF, zu finden,
verschieben wir zundchst eine der beiden Krafter () in ihrer Wirkungslinie, sodass die
Verbindungslinie der Angriffspunkte der beiden Kedhuf ihren Wirkungslinien senkrecht steht.

Dann addieren wir zu beiden Kréften eine Hilfskiaftbozw. —F,. Da sowohl die Summe wie das
Drehmoment der beiden Kréfte null ist, &ndert ilmadfiigen nichts an dem gegebenen Kraftesystem.
Nun werden die beiden resultierenden Krafte (gain)ittelt und beide in ihren Wirkungslinien bis
zum Schnitt verschoben. Durch Addition ergibt siod resultierende Kraftg. Sie ist parallel zi,
undF,. Ihr Betrag ist gleich der Sumnig + F,. Die Resultierende kann nach Belieben in ihrer
Wirkungslinie verschoben werden. Geschieht dasveoin der Abbildung gezeigt, erkennt man, dass
ihre Abstande von den beiden Teilkréften nach dedetgesetz berechnet werden kénnen.

F
R
F, T
TFK 5
i T .
FR

2. Fall: Antiparallele Krafte: Die grol3ere der beiden Kréfte (hies) wird in zwei Teilkrafte -,
undF; zerlegt.F; und —F; bilden zusammen eifraftepaar (das sind zwei entgegengesetzt gleiche
Krafte, die nicht am selben Punkt angreifen). Aldb

Antiparallele Krafte sind aquivalent einer Einzelkr  aft und einem Kréftepaar.
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Ist F, = —F4, so ist die Einzelkraft null. Dies ist ein einfashBeispiel dafir, dass zwar= 0, abeM’
ungleich null sein kann.

Das Drehmoment des Kraftepaares ist
M =1, xF +r,x(F )=, )F = F ,

Das Drehmoment eines Kraftepaares ist also vohatge des Bezugspunkt@sunabhangig.

Im Allgemeinen jedoch hangt der Betrag eines Draehamis vom Bezugspuni&t ab, da sich bei

einer Verlagerung des Bezugspunktes die "Kraftadmelern und sogar beliebig grof3 werden kénnen.
Das Drehmoment ist jedoch immer dann vom Bezugdpumkbhéngig, wenn die Resultiererktder
Krafte null ist.

Beweis: Verschiebt man den Bezugspudkim den Vektos nachO' und bezeichnet die neuen
Ortsvektoren mit' , so ist

r'=r-s und Y r'xF =) xF -YsxF =>T xF -5 xF.
FurF = 0 verschwindet der letzte Term und es bleibigibr

D rxFE =0 xF

Wie oben gesagt wurde, kommt es bei einem Kraftesysdas an einem starren Kdrper angreift, nur
auf die Resultierendda undM an. Die Resultierende ist eine einzelne Kraft, und das resultierende
MomentM kann durch ein geeignetes Kraftepaar aufgebraehden. Also gilt:

Jedes an einem starren Korper angreifende Kréftesys  tem kann ersetzt werden durch eine
Einzelkraft und ein Kréftepaar.
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3 Rotation eines starren Korpers um eine feste Ach  se

Wenn ein starrer Korper in zwei Punkt®rund O’ fixiert wird, ist seine Freiheit auf die Rotatiom
die AchseOOQO' eingeschrankt. Er hat nur noch einen Freiheitsguad seine Lage ist durch den
Drehwinkelg eindeutig beschrieben.

Von den an ihm angreifenden Drehmomenten wirkenglieti ihre in der Drehachse liegenden
Komponenten; die Gibrigen Komponenten werden duveangskrafte in den Lagern kompensiert.

Wir legen nun den Ursprung des Koordinatensystenden PunkO und dieZ-Achse in die Dreh-
achse.

Die Gleichung fir die Anderung des Gesamt-Drehimgsildes Korpers vereinfacht sich daher auf die
Berucksichtigung dez-Komponenten des Drehimpulses und der Resultieredde (auf den Punkd
bezogenen) Drehmomente:

Fur den Drehimpulg gilt:

und mit

L=>m[rx(akxr)],
wobeiwk der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist.

Fur ein zweifaches Vektorprodukt gilt:

ux(vxw) = v ubn) — wi viy.

Also ist
f X(C"eri):a’k [ﬂfi [r] )_ri (ak IEi])
und
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LZWkmeiz‘mefi (k lﬂ)=akz miz_wz .z
Die Z-Komponente voik ist gleich deZ-Komponente der rechten Seite der Gleichung:
L, =wszi2 _wz m z Z:wz rfr( i%(+ i§/+ ia_wz imz‘
und schlief3lich
L, =wym(x+ )
Die GroRRe

Ym(¥+y)=> m*= 1,

heiRt Tragheitsmoment des Korpers beziglich dekchse und wird aus einem erst spater
erkennbaren Grundl , genannt.

Damit ergibt sich die (einzige) Bewegungsgleichdeg Korpers:
dw o
2z 0 J zz_? =M 2
dt dt
Ein Vergleich mit der Bewegungsgleichung der eirgtisionalen Translationsbewegung
d?x
mF = FX

zeigt die formale Identitat der beiden Gleichungeabei

J

e das Tragheitsmomedyf, entspricht der Masse,
+ die Winkelbeschleunigung@ldt® entspricht der Bahnbeschleunigurig i,

« die axiale Komponente des Drehmoments entsprighBdienkomponente der Kraft.

Die kinetische Energie des rotierenden Kérpers ist

2
B =32, M (wkxr)" =33 ma*ef =3 1,07 = ;(% ,

in volliger Analogie zur kinetischen Energie derfislationsbewegung

dx)?
£, =imv =1 n‘(EJ .

3.1 Das Tragheitsmoment eines starren Korper

3.1.1 Das Tragheitsmoment eines homogenen Korpers

Aus der Definition des Tragheitsmoments folgt fime homogenen Kérper (das ist ein Korper mit
kontinuierlicher Massenverteilung und konstanteshibep)

J:J- rzdm:pJ‘ rZW:ij‘I r? dx dy dz
M \% \
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wobeir den Abstand des Massen- bzw. Volumenelements gookhachse bedeutdd, die Masse
des Korpers un¥ sein Volumen ist.

3.1.2 Der Satz von Steiner

Kennt man das Tragheitsmoment eines Korpers befiiginer durch den Schwerpunkt gehenden
Achse, so lasst sich ohne neuerliche Integration®gégheitsmoment beziiglich jeder dazu parallelen
Achse berechnen (und umgekehrt).

&

Ein Korper rotiere um eine durédhgehende, auf der Zeichenebene senkrecht steherie ADurch
seinen im AbstandliegenderSchwerpunkSlegen wir eine dazu parallele Achse. Der Kérpemsei
der Drehachse durchA starr verbunden. Dann dreht er sich, wahrend emai um A rotiert,
gleichzeitig genau einmal um seine Schwerpunktact@sin Tragheitsmoment bezlglich der
Schwerpunktachse sels, sein Tragheitsmoment beziglich der Achse dukchsei J,. Die
Winkelgeschwindigkeit der beiden Rotationensei

Wir betrachten nun die kinetische Energie des metigen Korpers. Sie setzt sich zusammen aus der
Rotationsenergie bezlglich der Schwerpunktachsalanklinetischen Energie der Kreisbewegung um
A

E=iJaf +imV =1 La*+3 méw?=4( I+ miw?
Andererseits ist die kinetische Energie aus dergfigéismoment beziiglich der Achse dufch
E=3J, o

Durch Vergleich erhélt man

J,=J.,+mg  Satz von Steine

3.1.3 Das Tragheitsellipsoid

Durch einen PunkD eines Kdrpers gehe eine Drehachseleren (beliebige) Richtung durch einen
Einheitsvektora beschrieben werde. Den Puiimachen wir zum Ursprung der Ortsvektoremie
Richtungskosinus des Vektoesseien cosi, cosf, cosy. Das Tragheitsmoment des betrachteten
Korpers beziglich der Achse ist dann
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3=y m(r xa)
:Zm[(ycosy— zcoB)’ +(z cog— x cgg’+( x of .y Qﬂ));z}
:Zm(y2+ zz)cosza+z m( Z+ i)Zl) co$f+> in( X+ f/) cod/
-2) my zcosB coy- 2 M x.zcas Cos- X M XYy COS o

Das Tragheitsmoment ist demnach eine quadratisahk&tibn der Richtungskosinus der Achse. Die
Koeffizienten dieser Funktion sind zum einen diédgheitsmomente des Korpers bezlglich der

Koordinatenachsen, namlich
Ym(y+7)= 1,

>m(x+7)= 13,
Ym(f+y)= 1,

zum anderen die folgenden Gro3en, welche Deviationsente genannt werden:

2mxy:i=J,
d>myz:=1,
>mxz:= 1,

Damit lautet die obige Gleichung
J=J,cosa+J,codB+J, cody~ 3, cas cfs B, ¢Bs gos J2 @os p

Fuhrt man nun statt der Richtungskosinus der Diedealie Koordinaten eines auf der Achse
gelegenen Punktd¥x, y, 2 und den Betragseines Ortsvektors ein, setzt also

X z
cosq =— , 0056’:1/ , COB=—
r r r

so wird

_ X y? z Xy yz XZ
J - Jxxr—2+ Jyyr_2+ Jzzr—2_2\]xyr—2_2‘.]yf—2_ 2\])};—2 ,

wobeir?=x*+y* + Zist.
Die Gleichung vereinfacht sich erheblich, wenn rRaso wahlt, dasg’ = 1/ ist. Sie lautet dann:

Jou X+, ¥+ 3,72-23 xy2 ], yz2 J, xzl,

Dies ist die Gleichung einer Flache zweiter Ordnuadgo eines Ellipsoids, eines Paraboloids oder
eines Hyperboloids, das wegen der oben getroffafenabredung folgende Eigenschaft hat: Der
Abstandr eines jeden Punktésder Flache vom Punk ist gleich dem Kehrwert aus der Wurzel des
TragheitsmomentsJ, das der betrachtete Korper bezlglich der Aci3B hat. Da das
Tragheitsmoment eines realen Kérpers niemals raii kann, wirdr niemals unendlich. Folglich
muss die Flache ein Ellipsoid sein (in Spezialfakén Rotationsellipsoid oder eine Kugel).

Das Ellipsoid ist durch die sechs KoeffizientemseiGleichung eindeutig bestimmt. Bei Kenntnis
dieser Grolen kann man den Abstarglines jeden Punktd® der Flache vor© berechnen, woraus
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sich dann das Trégheitsmoment des betrachteterek&beziiglich der Achs@P ergibt:J = 14% Das
Ellipsoid heil3t daher Tragheitsellipsoid des Kosgpiéir den Punk®©.

Aus der Analytischen Geometrie ist bekannt, dadsieede Flache 2. Ordnung ein ausgezeichnetes
KoordinatensystemX(, Y', Z) gibt (und zwar das Koordinatensystem, dessen &cirs Richtung der
Hauptachsen des Ellipsoids liegen), in welchemHRiiehengleichung eine besonders einfache Form
annimmt, ndmlich die Form

Ji X%+ Ji YZ"' 4 2°=1,
wobei J,, J; und J,» zundchst irgendwelche Koeffizienten sind. In ueserall heiRen diese drei
GroRRen die Haupttragheitsmomente des Korpers (hieki@®). Sind die Achsen der Haupttrag-
heitsmomente und deren Betrage bekannt, so kamusldas Tragheitsmoment des Korpers fir jede
beliebige Achse durcld ermittelt werden. IsD zugleich der Schwerpuni8 des Kérpers, so kann

man aus den Haupttragheitsmomenten zunachst dgheligmoment fir jede andere Achse dugch
berechnen und daraus nach dem Satz von Stein@irdéigiseitsmoment fur jede dazu parallele Achse.

Ein Vergleich der beiden Gleichungen des Traghijiseids zeigt, dass beim Ubergang auf die
Haupttragheitsachsen Folgendes geschieht:

fxx :}.f:r"x'l :f]’ .f;;_}' z)f_}"';r" :}I]]’ fzzz} == :f]I]’ fx}':f_}'z :fxz = 0.

3.2 Tragheitsmoment und Rotationsenergie
Fur die Rotationsenergie des Korpers gilt

E=1ym V=33 m(eaxr) =4 7,

wobeiw der Betrag der Winkelgeschwindigkeit uader Einheitsvektor in der Drehachse ist.

In dem Koordinatensystem, dessen Achsen mit demptttagheitsachsen des Korpers
zusammenfallen, ist

E=1a(J cofa J codf+], cody)'

wobei
W, W, w,
cosa '=—%, coP} =—L , copg =%
w w w
und somit
— 2
E=4(Jaf+J &)+, of)
ist.

3.3 Beispiel: Das Tragheitsellipsoid fur den Mitte  Ipunkt eines homogenen
Wirfels und sein Tragheitsmoment beztglich einer du rch den Mittelpunkt
gehenden Achse.

Die Hauptachsen eines Ellipsoids haben einige lokserEigenschaften:

1. Die Hauptachsen (und damit auch die von ihneigespannten Ebenen) stehen aufeinander
senkrecht.
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2. Die Hauptachsen und ihre Ebenen sind Symmebsesacbzw. Symmetrieebenen des Ellipsoids.

3. Die auf den Hauptachsen gelegenen Punkte déssdtls haben vom Mittelpunkt extreme
Abstande. Diese sind entweder grolRer oder kleingrdee Abstande der Nachbarpunkte vom
Mittelpunkt.

4. Die Eigenschaften 2. und 3. sind hinreichendagii@pingen dafir, dass drei aufeinander senkrechte
Achsen Hauptachsen des Ellipsoids sind.

Betrachten wir nun ein Koordinatensystem mit demnspung im Mittelpunkt des Wirfels, dessen
Achsen parallel zu den Kanten des Wirfels sind. Byimmetrie des Wirfels bezlglich dieser Achsen
Ubertragt sich natdrlich auch auf sein Tragheisdid. Folglich (gemalR 4.) sind die
Koordinatenachsen Hauptachsen des Wirfels. AuSyiametrie folgt weiter, dass die Hauptachsen
gleich lang sein missen, also ist das Tragheiseiid des Wirfels eine Kugel. Daraus folgt, dass da
Tragheitsmoment des Wirfels fir jede Achse durch ddittelpunkt gleich ist. Fir das
Tragheitsmoment beziiglich der Z-Achse gilt dann:

J :pjgajgajga(% + yz)dxdydz

, , 3 2 33
X“+y Jdx=|—+ =—+ ay,
[ e xSy d =2 ay
3 (43 a3 y3% a*
—+ay |[dy=|—y+a=| =—,
[ Srar Jov={Z vl
03 A4 4 |2 5
ag e[ @
)16 6. 6
a® a’
J=p= =M<,
p6 6

a = KantenlangelM = Masse des Wiirfels.

Dieses Ergebnis gilt fur alle durch den Mittelpudks Wirfels gehende Achsen.
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