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7 Spezielle elektrostatische Felder

7.1 Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator besteht aus zwei parallel®nen Metallplatten in geringem Abstand zu
einander. Im Folgenden soll die Plattenflaghmindestens einige Quadratdezimeter betragen und de
Plattenabstand nicht gréRRer als einige Millimeter sein. Dann kanan von den Feldanteilen am
Rand des Kondensators absehen und das Feld alssamsghomogen betrachten. AufRerhalb der
Kondensatorplatten existiert praktisch kein FeldisAlem »Durchflutungsgesetz der Elektrostatik«
(siehe Teil I, 5.2) findet man fur eine Hullflaclveglche eine der beiden eng Platten umschlief3t,

EA=2 o g=2
& EA

Im Allgemeinen wird eine der beiden Platten des drsators geerdet. Sie hat dann (gemaR
Verabredung) das Potential null. Die andere Pleten man z. B. mit einem geriebenen Glas- oder
Hartgummistab aufladen und ihr Potentjalmit einem Elektrometer messen. Dieses Potential is
identisch mit der Spannungdjzwischen den Platten, da die geerdete Platte atasifal null hat. Wird
auf die isolierte Platte die Laduriy aufgebracht, so »saugt« diese Ladung aus derdiedeadung
—Q auf die andere Platte. (Dies ergibt sich auchdmih Hillenintegral Uber diese Platte und mit der
bekannten Feldstarke. Siehe dazu auch Kap. 7.Beimfladungen) Wegen der Homogenitat des
Feldes E = konst.) ist:

U=g=Ed = E:%n

7.2 Elektrischer Dipol

Ein elektrischer Dipol besteht aus zwei entgegegigegleichen Ladunge®@ und -Q im Abstandl.
Das Produk® | hei3t Dipolmomenin. Es ist ein Vektor von der Richtung des Vektors

P

Das Potential ifP ist die Summe der einzelnen Potentiale:

p= 2 (1 1), Q bos

“4ms,\a b)) 4me, ab

Firr >>1 ist
b-a=lcosd und ab=r?.



Dann ist annahernd:

Q lcosd . 1 mr

e, v dme, r®

¢:

Das Dipolpotential nimmt also mitrf/ab und hangt auRerdem vom Winkel zwischendr ab. Es
ist auf der Mittelsenkrechten des Dipols Uberall nnd hat bei konstantemin der Dipolachse den
grofdten Betrag. Auf der Seite der positiven Ladishgs positiv, auf der anderen negativ. Das Fld i
nicht mehr kugelsymmetrisch (radialsymmetrischid&wn lediglich rotationssymmetrisch. Fir den
Betrag der Feldstarke gilt

E= 41 M J3cogs+ 1
JTE, I

0
und fur die Punkte auf der Mittelsenkrechten deddre Ladungen
1 m
27, r*’

7.3 Elektrische Doppelschicht

Eine elektrische Doppelschicht ist ein Flachenstidks auf beiden Seiten mit entgegengesetzt
gleichen elektrischen Ladungen belegt ist. Die igghicht kann aufgefasst werden als eine
Anhaufung von parallelen elektrischen Dipolen, defehsen Uberall die Richtung der Flachen-
normalemn haben. Die Flachendichte des DipolmomentsrseidnVdA. Dann ist das Potential Pt

. 1 J‘m*corsz(n,r)dA.
A

47tE,

Ist die Schicht homogen, d. h. et = konst., dann ist

. me [ cos(

4rte, r
A
Der raumliche Winkel &, unter dem das FlachenelemeAtwbn P aus erscheint, ist definiert als die

Flache, die der voR aus nach dem Rand voA dich erstreckende Korper aus der EinheitskugelPum
ausschneidet:

n,r
0 ga




Daher ist @ gleich dem Integranden des obigen Integrals. Dumgygration ergibt sich somit:

Unmittelbar vor einer ausgedehnten ebenen Dopgdelsclist Q = 2t und daherp = m*/ 2,
unmittelbar dahinter ist = — m*/2¢ Es findet also auf einer mdglicherweise sehr kui@eecke ein
betrachtlicher Potentialsprung statt.

7.4 Kugelkondensator

Gegeben zwei konzentrische, leitende Kugelflachénden Radiera undb. Auf die innere Kugel-
flache wird (mit einer isolierten Durchfihrung dardie &uf3ere Flache) die Ladu@ggebracht. Die
auRere Kugelflache wird mit der Erde verbunden érgiet«) und nimmt so deren Potential an, das wir
gleich null setzen.

Fur den Raum zwischen den beiden Kugelflachen fingde mit Hilfe des Huillenintegrals und der
von der Ladung) ausgehendem Fluss fiir den Betrag der Feldstadaewi

=._0Q

AT r?

Das Potential finden wir durch folgende UberleguAgs E = — grad¢ folgt wegen der Radial-
symmetrie des Feldes fir den Betrag der Feldstarke

E:—% = d¢=-Edr=- Q dr
dr 47T,

und

Q fdr__Q + K.

Aire, ) r? dmeyr

¢=-

Farr =b mussp = ¢, = 0 sein. Daraus folgt




und

p=Q (11
amg,\r b))
Das Potential der inneren Kugel ergibt sich mita zu

i)
° 4me,\a b))
Die Potentialdifferenzp, — ¢p = @, zwischen den beiden Flachen des »KugelkondensateiBt
elektrische Spannurld des Kondensators. Sie wird wie das Potential it X6= Nm/As) gemessen
und ist der Ladund@) proportional. Die spannungsbezogene Lad@Ad ist ein Mal3 fur das elek-

trische Fassungsvermdgen des Kondensators undkajpezitatC des Kondensators genannt und in
As/V = Farad (F) gemessen.

Fur den Kugelkondensator gilt:
_ 4ne,ab
b-a

Furb gegen unendlich erhalt man daraus die Kapazitét déieistehenden Kugel vom Radaus

C

C =4rme,a.

Farad ist eine sehr grofRe Einheit. Beispiel: Dip&zatat der Erdkugel betragt 0,7 mF.



7.5 Influenzladungen

Es lohnt sich, den Kugelkondensator noch etwasugarai betrachten: Aul3erhalb der auf3eren Kugel
ist UberallE = 0, und daher muss die von einer im AuRenraurmdiethen geschlossenen Hiille
umfasste Ladung ebenfalls null sein. Wie ist daglici?

Ferner: Die von der inneren Ladu@causgehenden Feldlinien missen — da der AulRenldfref ist

— auf der auReren Kugel enden. Als Senken derikidlkommen aber nur negative Ladungen in
Frage. Also muss auf der Innenflaiche der duReragelkdie Ladung @ gleichm&lRig verteilt sein.
Dann ist auch die von der geschlossenen Hiille gagsgeumfasste Ladung gleich null.

Es fragt sich nun: Wo kommt diese Ladung her? Hreffen wir auf das Phanomen der
»Influenzladungen« oder »influenzierten Ladungéddie. negative Ladung der aufieren Kugel wurde
von der positiven Ladung der inneren Kugel auskiee angezogen. (Dieses Phanomen ist uns auch
schon beim Plattenkondensator begegnet.) Diesalelmfladung kann mit geeigneten Mitteln
nachgewiesen werden, wenn man zuvor die VerbindengwufReren Kugel mit der Erde trennt und so
der influenzierten Ladung den Rickzug abschneiderbindet man dann die beiden Kugeln
miteinander, erweisen sie sich als ungeladen.

Wenn man die innere Kugel aufladt, ohne dass dieuzuvor geerdet wurde, geschieht etwas ganz
anderes: Auf der dauReren Kugel findet durch Infueme Ladungstrennung statt. Auf ihrer Innen-
flache erscheint die Ladun@)--auf der AuRenflache die Laduf@y Das hat zur Folge, dass nun auch
im Au3enraum ein elektrisches Feld entsteht, unar zxn gleicher Art, als wenn die Ladu@gim
Mittelpunkt vereinigt ware.

7.6 Punktladung Uber einer unendlich ausgedehnten leitenden Ebene

Auf der Z-Achse befinde sich im Punkt= a eine Punktladun®. (Siehe dazu die obere Halfte der
folgenden Abbildung.) DiXY-Ebene sei eine leitende Ebene, der wir das Patdhtiuschreiben. Da



die XY-Ebene eine Aquipotentialflache ist, stehen dillifgen auf ihr senkrecht. Im Raum oberhalb
der leitenden Ebene gilt fir jede die Ladipgmschlieliende Flache:

(ﬁEdA:—(ﬁgrad;b dAzgg

Fir z gegen null muss auch gegen null gehen. Dies gilt auch fir den Raumrhate der Ebene.
AulRerdem hat dort jedes Hullenintegral den Wert fdlglich muss dort Gberalt = 0 und dahep =
konst., also ebenfalls null sein.

Da die Feldlinien alle auf der leitenden Ebene endauss es dort negative Influenzladungen mit nach
aufRen abnehmender Ladungsdichte geben.

Stellen wir uns nun vor, es wirde symmetrischQzauf der negativeZ-Achse eine Ladung@
angebracht. Es entstinde dann im unteren Raum paégedsymmetrisches Feld, allerdings mit
Feldlinien, die auf die LadungQ-zuliefen. In deXY-Ebene wiirden durch Influenz positive Ladungen
erzeugt, die sich mit den negativen Influenzladungempensieren wirden. Die leitende Ebene
konnte also entfernt werden, ohne dass sich ame®etals Andern wiirde. Ubrig bliebe ein elektrischer
Dipol mit dem Dipolmoment vom Betrag* = 2 a Q in Richtung der Z-Achse. Dieses Feld ist uns
aber bereits bekannt, und wir kbnnen fiir jeden Pdak Potential und die Feldstéarke berechnen:

__ Q1 1
¢_4ﬂ£0(r+ r_j’

E=- Q r_+—r_‘
ame \ 1} rd
Fir den Betrag der Feldstarke in d¥¥-Ebene, die senkrecht nach unten gerichtet ist, gil
insbesondere:




E, = _Q

211e,r®
Aus dieser Feldstéarke finden wir die Ladungsdiehtier Influenzladung auf de¢y-Ebene, indem wir
ein Flachenelement der Ebene durch eine quadedériache von der GrundflacheA dund
verschwindend kleiner Hohe einhillen. Das Hullesgnal besteht dann nur aus zwei Anteilen. An der
Oberseite ist die Feldstarke gleieh) an der Unterseite null. Folglich ist

|0

XY-Ebene ‘
dA

d_Q:adA
‘EO ‘90 ,

(J‘) EdA=-E,dA=
A
wobei dQ die Ladung des Flachenelementsuthde die Flachenladungsdichte ist. Daraus folgt:

Q.
2mr®
Durch Integration Uber die ganze Ebene findet nilss die influenzierte Ladung gleicky -st,
entsprechend der Tatsache, dass die influenziedarlg die Senke des v@nerzeugten Feldes ist.

o=-&E,= a.

8 Isolatoren (Dielektrika) im elektrischen Feld

8.1 Polarisation

Fallt man nun den Raum zwischen den Platten mamibielektrikum (einem Isolator), so sinkt die

SpannungU und damit auch die Feldstarl® drastisch auf einen Bruchteil des urspringlichen
Wertes, obwohl die Ladung des Kondensators offatigib unverdndert geblieben ist. (Entfernt man
das Dielektrikum wieder, stellen sich die ursprictggn Werte wieder ein.) Es gilt nun fir die neue
FeldstarkeE:

Der Nenner, ist vom Material des Dielektrikums abh&ngig undibeelative Permittivitat, Permit-
tivitatszahl oder (veraltend) relative Dielektriigkonstante des Materials.

Die Abnahme der Feldstarke erklart sich dadurcksatas Dielektrikum durch das elektrische Feld
»polarisiert« worden ist, d. h. dass seine Endéach ahnlich wie bei der Influenz, jedoch in verrin
gertem Mal3 — nun elektrische Ladungen tragen.

Fur die Herkunft dieser Ladungen kann es zwei Umsacgeben: 1. Falls die Molekile des
Dielektrikums elektrische Dipole sind, die normalerse regellos angeordnet sind, werden diese nun
im Feld graduell ausgerichtet. 2. Wenn die Molekk#@e Dipole sind, kommt es im Feld zu einer
(sehr geringen) Verformung der Elektronenhillen waanit zu einer Ladungsverschiebung. — In
beiden Fallen ist die Wirkung dieselbe: Im Innedess Dielektrikums ist die Verteilung der positiven
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und negativen Ladungen noch immer gleichmafiig. émEndflachen tberwiegen jedoch nun auf der
einen Seite die positiven Ladungen, auf der and8e2te die negativen. Es entsteht also jeweils eine
Flachenladung.

Das von diesen Ladungen erzeugte Feld wirkt denelagten Feld entgegen, was zu einer Herab-
setzung der Feldstéarke flhrt.

C

O]
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R

C

Polarisation des Dielektrikums und Verminderung Beldstarke

Die Ladungsdichte der PolarisationsladungeseiP. Dann ist der Betrag der Polarisationsfeldstarke
Epol = Pleo und der Betrag der neuen Feldstarke

:EO—E undmit E;=¢E = P=¢gy& -1E.

Der dazu gehdrige Vektdt heildt Polarisation des Dielektrikums:

P=¢,(c —1E.

8.2 Das Brechungsgesetz fur elektrische Feldlinien

An der Trennungsflache zweier verschiedener Didlekimit ¢, = ¢; bzw. &, werden die elektrischen
Feldlinien gebrochen, wenn sie nicht gerade sehkrear Trennungsflache verlaufen. Der Grund
dafir ist, dass sich die TangentialkomponentenFgdastarken an der Grenzschicht anders verhalten
als die Normalkomponenten. Fir die Normalkomponegik wie oben:

E
E® -5 una E®=—0,
81 é~2

Fur die Tangentialkomponenten dagegen gilt:

1 =pg®@
an — E

tan*
Begrindung: Erfahrungsgemald sind elektrostatiseéideF auch in Dielektrika wirbelfrei. So muss

das Linienintegral Uber die Feldstarke entlang Bennflache null sein (siehe Abbildung). Daraus
folgt die Gleichheit der Tangentialkomponenten.



(1)

=
(2)
(1)
Et:m
(1)
= Olq
(2}
Etan
2
E L} L2
Fur die beiden Winkel gilt daher:
tana, _ &
tana, &,

9 Die Energie des elektrischen Feldes

9.1 Potential eines Systems von Punktladungen
Wir gehen aus von dem Potentialfeld einer Punktigddrir das Potential in einem PunkP im
Abstandr von der Ladun@ gilt:

p=—2

ATE,r

Wir denken uns nun sukzessive ein System von PamhktigerQ;, Q,, Qs usw. zusammengebaut, die
sich zunachst im Unendlichen befinden sollen.

.Q4
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Im (zun&chst) feldfreien Raum ist zum Transporin{zdereinbringen) vorQ, keine Arbeit erfor-
derlich.

Das Potential, da®, dann am kunftigen Ort vaQ,, erzeugt, ist

¢12_L

“Amgyry,

Um Q. aus dem Unendlichen an ihren Ort zu bringen,isdbeit W, nétig, fir die gilt:

W2 :¢1’2Q2:ﬁ

ATtEy T,

Q1 undQ, erzeugen am kinftigen Ort der Ladu@gzusammen das Potential

Patd,s= : [&*’&J

At s a3

Um Q; aus dem Unendlichen an ihren Ort zu bringen,iessdbeitW; nétig:

Arte, s T23

VV3:(¢1,3+¢2,3)Q3: ! [&+&JQ3 usw.

Dies ist die Arbeit, die ndétig ist, um die jewedigAnordnung der vorgegebenen, also bereits als
vorhanden angenommenen Punktladungen herzustdlieht berlicksichtigt sind dabei jedoch die
Arbeiten, die nétig sind, ur®; und alle Ubrigen Ladungen im Unendlichen aus éiereElemen-
tarladungen zusammenzusetzen. Wenn wir den Begrifhktladungen« wortlich ndhmen, wéare dazu
jeweils eine unendlich groRe Arbeit n6tig. Nun gdst aber in der Realitdt keine Punktladungen,
weshalb wir kugelschalenférmige Flachenladungespeathender GrofRe benutzen missen. Deshalb
ist unsere nachste Aufgabe, die Energie zu bereghtie zur Herstellung einer solchen Ladung
erforderlich ist.

9.2 Der Energieinhalt einer geladenen Kugel
Das Potential einer geladenen Kugel vom RaBiist

p=—32

4rre R

Um nun die zusatzliche Ladun@duf die Kugel zu bringen, braucht man die Arbeit

dW:¢dQ:4”2 = dQ.

Um die Kugel vom urspringlich ungeladenen Zust&pe Q) in den Endzustan@(= Qg) zu bringen,
braucht man die Arbeit

Qe
2
4rre R 4ire,R 2
0

Dieses Ergebnis entspricht der Tatsache, dass idderenPotential der Kugel wahrend des Ladevor-
gangs gleich dem halben Endpotential ist.
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9.3 Die Energiedichte des elektrischen Feldes

Wo befindet sich die elektrische Energie einesdgrian Korpers? Auf diese Frage gab es in der
Physik lange Zeit zwei gegensatzliche AntwortencliNder so genannten Nahewirkungstheorie (auf
die hier nicht naher eingegangen werden soll)essiith die Energie auf dem geladenen Kdérper und
gleichsam in den Ladungen befinden. Nach der Fekowgstheorie, die sich schlie3lich aus
zwingenden Grinden durchgesetzt hat, befindet diehEnergie im elektrischen Feld, das den
geladenen Korper umgibt. Dabei ist zu erwartens aiis EnergiedichteWdV eine Funktion der
Feldstarke ist. Um diesen Zusammenhang zu klaretradhten wir das homogene Feld eines
Plattenkondensators mit der Plattenflaghedem Plattenabstardl und der Ladund. Der Betrag
seiner Feldstarke ist dann

Q

£A

und der Potentialunterschied seiner Platten

Ap=U=Ed=29

& A
Seinen Energieinhall/ findet man durch eine Integration wie oben:
W = Q2 d
25, A

Daraus ergibt sich die Energiedichte des Feldes:

_dw _W _ Q°d 1 E?

&V V 25,AAd 2
Analog findet man fir einen mit Dielektrikum getéth Kondensator:
E2
W=£6—.
Diese wichtige Beziehung gilt jedoch nicht nur filas homogene Feld eines Plattenkondensators,

sondern ganz allgemein. In hinreichend kleinen Baex kann man namlich jedes Feld als homogen
betrachten und es durch einen Plattenkondensateugrdenken.

Wir wenden diese Beziehung nun auf das radialsymsobe Feld einer geladenen Kugel an und
uberprifen die Ubereinstimmung mit dem oben gefoadéVert fiir deren Energie.

Wir zerlegen das Feld in konzentrische KugelschetmFlache #* und der Dicke d berechnen aus
der Energiedichte deren Energiegehalt und integmiéiber das Volumen des gesamten Feldes, d. h.
vonr = R bisr gleich unendlich

(o)

W=J‘Wd\/=iJ.E24ﬂr2d’ und mi E=L2
2 4dre, v
\Y R
W = Q°

- 87mg,R’

was mit dem oben gefundenen Wert Uibereinstimmt.
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Zum Schluss noch eine etwas vertrackte Aufgabe:

Man kann die Energiedichte des elektrischen Fetdeh mittels einer Kugelladung finden, indem
man zundachst die Arbeit berechnet, die nétig ist,die LadungQ auf eine Kugel vom RadiuR zu
bringen, sodann die Arbeit, die man braucht, umgtiéche Ladung auf eine Kugel vom RadRis-
dR zu bringen. Die Differenz der beiden Arbeiten mugsich der Energie sein, die in dem
hinzugekommenen Volumen steckt. Auf diese Weisgetimman das richtige Ergebnis.

Dann denken wir uns nun die KugelladuQaaus einer grol3en Zahl sehr kleiner Ladungen
zusammengesetzt. Jede dieser Ladungen befindeinsagm elektrischen Feld, das von der
LadungQ an der Oberflache der Kugel erzeugt wird und etféme entsprechende Kraft.
Verschiebt man jede der kleinen Ladungen um diec& dR nach innen, so braucht man
dazu eine bestimmte Arbeit und erhalt dafir eir3grés Feld mit einer entsprechend héheren
Energie. Die Durchfihrung der Rechnung liefert diie Energiedichte genau das Doppelte
des richtigen Wertes. Wo liegt der Fehler?
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