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Fir das Verstandnis des Folgenden wird »Elektrostatik | u. ll« vorausgesetzt.



1 Einleitung

Wir betrachten zwei beliebige isolierte Korper, dig unterschiedliche Potentiale (oder Spannungen
gegen Erde); und ¢, aufgeladen wurden, wobei auch negative Potentiafgelassen sind. (Ein
negatives Potential entsteht dadurch, dass derdk@ipen Uberschuss an negativen Ladungen hat.)
Es sei nump; > ¢,,

Verbindet man anschlie3end die beiden Kérper denoén Leiter, z. B. durch einen Metalldraht, dann
flieRen elektrische Ladungen von einem Kérper zungieaen, und zwar so lange, bis beide Korper
dasselbe Potential haben. Das ist die KonsequesizSdizes der Elektrostatik, dass ein leitender
Korper Uberall dasselbe Potential hat. (Durch digehde Verbindung ist aus den urspringlich zwei
Korpern ein einziger geworden.)

Dabei stellt man sich vor, dass von dem ersten &@rger wegen seines hoheren Potentials einen
groReren Uberschuss an positiven Ladungen hatealgwieite, positive Ladungen auf den zweiten
flieRen.

In unserem Beispiel klingt der elektrische Strormversten auf den zweiten Korper sehr schnell ab,
und es herrscht wieder »Elektrostatik«.

Es gibt aber Anordnungen, die einen elektrischeterRialunterschied tber langere Zeit aufrecht
erhalten kénnen, auch wenn stéandig Ladungen abfiieBolche Anordnungen heil3en (elektrische)
Spannungsquellen. Dazu gehoren z. B. die Monozetlienflr elektrische und elektronische Gerate
benutzt werden.

Wir betrachten hier zunachst nur elektrische Strémenetallischen Leitern. Die bewegten elek-

trischen Ladungen sind dabei ausschlie3lich Elektng so genannte freie Elektronen, die nicht stan-
dig an ein Atom gebunden sind und sich im Metal frewegen kénnen. Diese Elektronen bewegen
sich in einem elektrischen Feld entgegengesetztFeldrichtung, also in Richtung zunehmenden

Potentials, bei einer Monozelle folglich vom Minesgum Pluspol..



2 Stromstarke und Stromdichte

Fliel3t in der ZeitAt durch einen Leiterquerschnitt die Ladut@, so ist die mittlere Stromstarke im
Zeitintervall At

T=4Q
At
Fur die (momentane) Stromstadkeilt:
| = jim 2Q - 4Q
at-0 At dt

Die Sl-Einheit der elektrischen Stromstéarke ist Aagpere (A). Das Ampere ist eine Basiseinheit des
Internationalen MaRRsystems (Sl). Die Definitiondvipéter angegeben.

Fur die Richtung des Stromes (»technische Stromumgx) gilt die Verabredung: Der elektrische

Strom fliel3t von den Punkten hoheren Potentialglenn Punkten niedrigeren Potentials, bei einer
Spannungsquelle also vom Pluspol zum Minuspol. Déai der Strom dieselbe Richtung wie das
elektrische Feld. Die technische Stromrichtungdiest Bewegungsrichtung der Elektronen entgegen-
gesetzt.

Die Stromdichtg an einer Stelle des Leiters ist
Al dli

J _

T Mm-0AA dA

wobeiAl die Stromstarke in dem senkrecht zur Stromrichtieggenden FlachenstiaA ist.

3 Das Ohmsche Gesetz

Wie héngt die Stromstarke in einem Leiter vom Pidéumterschied (identisch gleich der elektrischen
Spannung) zwischen den Enden des Leiters ab? Diegge kann nur experimentell beantwortet
werden, obwohl man immerhin Folgendes sagen kanit: ddm Potentialunterschied steigt
proportional die Feldstarke im Leiter und damit diaft auf die Elektronen. Das Experiment bestatigt
die nahe liegende Vermutung, dass die Stromstadez Spannung proportional ist, allerdings nur
bei konstanter Temperatur des Leiters. Da der Sselivst zu einer Erwarmung des Leiters flhrt, ist
die Proportionalitat oft stark gestort. Also:

| prop.U beiT = konst.
Dies ist da®hmsche Gesetz.

Der (bei konstanter Temperatur konstante) Quoti#htist ein Mal fur den (Reibungs-)Widerstand,
den der Leiter dem Strom entgegensetzt und heiRérd@hmscher Widerstand des Leiters. Der

Ohmsche Widerstand hangt von der Temperatur ab.

Def.
Ohmscher Widerstan® = I_

Hier besteht eine betrachtliche Begriffsverwirruzg, der auch namhafte Lehrblcher beigetragen
haben und noch immer beitragen: Diese Gleichungliist»Definitionsgleichung des Ohmschen
Widerstandes« und nicht das »Ohmsche Gesetz«.

Fur einen homogenen Leiter der Lahgeit konstantem Querschnitgilt:



I
R=p—.
p A
Dabei istp = p(T) der (temperaturabhangige) »spezifische elekteis@fiderstand« des Leiter-
materials. Der Kehrwert vagmheil3t »spezifischer elektrischer LeitwestDamit kann man schreiben
. A—JM = |—=0E oder j=0E wund j=0E.
R pl I A I
Die letzte Gleichung ist die der elektrischen Hetdrie (Nahewirkungstheorie) angemessene (weil
»punktuelle«) Formulierung des Ohmschen Gesetzes.

4 Der Energieumsatz des elektrischen Stromes — Jou  lesche Warme

Flie3t in einem Leiter die elektrische Ladu@gvon einem Punkf mit dem Potentiap; zu einem
PunktB mit dem Potentiap,, so wird dabei die Energie

W = Q(¢1 - ¢2) = QU1,2
in Wéarme (so genannte »Joulesche Warme«) umgesetzt.

Dazu muss flr

Q>0:  ¢1> ¢y

_ Q<0 ¢1<@
sein.
Die mit dem Energieumsatz verbundeeéstung P bei konstanter Spannutist

P= w =U aQ =UI.
dt at

Um auch hier einen der Feldtheorie entsprechendesdick zu erhalten, betrachten wir ein
quaderférmiges Volumenelement,dvon dem vier Kanten (Langeé §lin Stromrichtung liegen. Die
dazu senkrechten StirnflacheA dind dann Aquipotentialflaichen des elektrischeldé®im Leiter.
Dann ist die Potentialdifferenz (elektrische Spamg)uzwischen den Stirnflacherud= E dl. Die
Stromstérke istld=j dAund daherB=dU dl =Ed jdA=Ej dV.

Damit erhalten wir di¢eistungsdichte des Energieumsatzes
dP :
—=Ej=0FE%
av
Dieses Ergebnis ist unabhangig von der raumlicheen@erung des betrachteten Volumenelements
dV und gilt ganz allgemein.



5 Die magnetische Wirkung des elektrischen Stromes

5.1 Einleitung

Jeder elektrische Strom erzeugt um sich ein magpiets Feld. Das charakteristische Merkmal eines
magnetischen Feldes ist, dass »Magnetpole« darénkaiaft erfahren. Analog zu elektrischen Feldern
kénnen auch Magnetfelder durch Feldlinien besclerielerden.

Es liegt nahe, die magnetische Feldstarke analoglektrischen Feldstarke zu definieren als den
Quotienten aus der Kraft, die das Feld auf einegridgpol ausibt, und der Polstarke des Magnetpols.
Das setzt jedoch voraus, dass wir Polstarken mdgsmmen. Darauf wollen wir uns aber nicht ein-
lassen und wahlen daher einen ganz anderen Weg.

Wir begniigen uns zunachst mit einer relativen Megsmagnetischer Feldstarken, das heil3t, es
genlgt uns (zunachst), das Verhdaltnis zweier Falkish zu messen. Dazu reicht aber auch ein
Magnetpol bzw. ein magnetischer Dipol unbekanntarks. Die Einzelheiten solcher Messungen sind
Sache der Experimentalphysik und schon seit Gb@dakren hinreichend bekannt.

Mit Hilfe entsprechender Methoden hat man herausgtdn, dass der Betrdd) der magnetischen
Feldstéarke in irgendeinem Punkt auf3erhalb desiisgit@portional der Stromstarkén dem (beliebig
geformten) Leiter und im Falle eines sehr langamaden Leiters zudem umgekehrt proportional zum
Abstandr vom Leiter ist. Fur die Richtung der in diesem|Hakisformigen Feldlinien hat man
verabredet, dass sie in der technischen Stromngrgesehen im Uhrzeigersinn laufen.

5.2 Definition der Einheit der magnetischen Feldst  arke
Fur das Feld eines sehr langen geraden Drahtesisplt

I I
H~— oder H=k-—. (1)
r r
Berechnen wir nun das Linienintegral vbhds tUber einen zum Leiter konzentrischen Krkignit

dem Radius, so finden wir, dad stets parallel zugist,
(j)Hds:H(J)ds:H 21tr :kl— 2r =k 2l
r

Das Linienintegral hat also fur alle konzentrisch@rise denselben Wert und dieser hangt nurlvon
ab. Wie man an der Gleichung (1) erkennt, hangt Rlieportionalitéatskonstantk (was ihren
Zahlenwert und ihre Einheit angeht) von den Malteh ab, die fur die GréRéh | undr benutzt
werden. Wir verabreden nun, die Einheit der magobé&n Feldstdrke so festzulegen, dass die
Konstantek den Betrag 1/¢2 annimmt. Dann wird

qSHds:I

K
und
H=—
2T

Damit haben wir die Einheit der magnetischen Féldtst festgelegt, und nun gilt:



1. Die SI-Einheit der magnetischen Feldstarke itrfpere/Meter (A/m)

2. Die Feldstarke 1 A/m ist die Starke des Feldesseunendlich langen geraden Leiters im Abstand
r = 1/(2r) Meter, wenn die Stromstarke im Draht 1 Amperedugit

5.3 Das magnetische Durchflutungsgesetz

Wir wollen nun das oben genannte Linienintegralriddee beliebige geschlossene Kurve bilden, die
in einer zum unendlich langen Leiter senkrechteengbliegt und die entweder den Querschnitt
Leiters in sich enthélt (a) oder aber nicht (b).

I

a) Geschlossene Linie enthalt Leiterquerschnith) Geschlossene Linie enthalt Leiterquergthni
nicht

Vor der Berechnung des Linienintegrals zerlegen des Wegelementsdn eine Komponente in
Richtungr (Radialkomponente), und eine Komponente senkidau (Normalkomponente).

1

Kurventeil, Linienelement und Feldstéarke (in Straitung gesehen)

Da die Feldstarke awfsenkrecht steht, liefert die RadialkomponenteWWegelements keinen Beitrag
zum Linienintegral und es gilt mitsgyma=r de:

I I
H = H = - = )
prds=r == o
K K K K



Enthalt die Kurve einen Leiterquerschnitt, dann des Linienintegral den Wertt2anderenfalls den

Wert 0. Folglich ist:
Im Fall a): (J‘)H ds=1,
K

im Fall b): (J) Hds=0.
K

Umféangt die Kurve mehrere unendlich lange paralledéger mit den Stromstéarkel, 1,, usw. dann

gilt:
(ﬁH ds:ZIn.
K

Man kann zeigen, dass dieses Ergebnis auch fumaheebene geschlossene Kurve gilt, welche die
parallelen Leiter umschlingt, indem man das Lel@ment in geeigneter Weise in drei auf einander
senkrechte Komponenten zerlegt.

Nach dem Integralsatz von STOKES ist

(j)H ds:jrotH dA

K A

wobeiA eine beliebig geformte Flache ist, die von derdelt umrandet wird. Folglich gilt:

jrotH dA=1,

A
wobeil der durch die Flacha flieBende Strom ist. Fur diesen wiederum gilt

I:deA,

A

wobei j der Vektor der Stromdichte ist. Ein Vergleich detebrale ergibt zusammen mit der
Eigenschaft des Vektors der Rotation, aus Symngetiiwlen stets parallel zum Vektor der
Stromdichte zu sein, die wichtige Beziehung

rotH =j.

Die Rotation des Vektors der magnetischen Feldstéirleinem bestimmten Punkt ist also gleich dem
Vektor der Stromdichte in diesem Punkt. Sie isglioh nur dann ungleich null, wenn der Punkt
innerhalb des Leiters liegt. Die Stromdichte auBlrides betrachteten Punktes — auch in anderen
Teilen des Leiters — hat also keinen Einfluss aeifRbtation des Feldstarkevektors. Dieses Ergebnis
wurde zwar unter der Voraussetzung eines unendichen Leiters gewonnen, es lasst sich aber
zeigen, dass es von der Lange des Leiters unalth#tgiDenkt man sich namlich den Strom im
Leiter aus einer grof3en Anzahl dinner »Stromfadarmsammengesetzt, deren Anzahl man dann
gegen unendlich gehen lasst, wahrend ihre Querselgegen null gehen, so erkennt man, dass nach
dem Gesetz von Biot-Savart (siehe unten), dasusieltbh&ngig von obigem Ergebnis herleiten lasst,
der Strom oberhalb und unterhalb des betrachtateit®s keinen Beitrag zum Feld in diesem Punkt
leistet, und damit auch keinen Beitrag zur Rotatles Feldstarkevektors. Die Rotation ist also von



der Lange des Stromfadens unabhéngig. Fur die 8tmirallen Punkten aul3erhalb des betrachteten
Stromfadens aber gilt, dass sie ebenfalls keinagtva8ezur Rotation erbringen, weil der betrachtete

Punkt ja auBerhalb aller anderen Stromfaden legts gilt auch im Falle eines beliebig geformten

Leiters. Daraus folgt:

Diese Gleichung rot H =j gilt unabhéangig von der Lange und der Gestalt des Leiters.

5.4 Das Gesetz von Biot-Savart

Zur Berechnung des magnetischen Feldes beliebigrgedr Leiter genlgen unsere bisherigen
Kenntnisse noch nicht. Wir brauchen vielmehr einssgage dartiber, welchen Beitrag in einem
einzelnen Leitereleme flieRende Stronh zum Magnetfeld des Leiters in einem beliebigenkPEn
leistet. Dieses Gesetz kann nicht experimentelclduBeobachtungen und Messungen gewonnen
werden, denn es ist unmdglich, ein einzelnes Ledtement aus dem Zusammenhang des ganzen
Leiters herauszutrennen. AulRerdem leistet ein ldehres Leiterelement auch nur einen sehr kleinen
Beitrag, der gar nicht messbar ist. Es bleibt uss aichts anderes ubrig, als das gesuchte Gesetz z
erraten und es dann an bekannten Erscheinungebezpriifen und es entsprechend anzupassen. (In
der Mathematik nennt man das: »einen Ansatz mach@is<bekannte Erscheinung nehmen wir das
Magnetfeld eines unendlich langen geraden Drahtdsmachen die folgenden, zwar plausiblen, aber
natirlich nicht gesicherten Annahmen:

« Der VektorAH stehe auf dem voR, r undl gebildetem Dreieck senkrecht,
« der BetragAH sei proportional zu 17 (das quadratische Abstandsgesetz),

» die Abhangigkeit vom Winkelr muss symmetrisch za = 90° verlaufen, und fia = 0° und
a=180° mussAH aus Symmetriegrindegleich null sein. Dies sind Eigenschaften der Fiomkt
sina,

e AH muss proportional zlund zuAl sein.




Daher lautet der Ansatz:

AH = kl—zsina Al
r

wobeik ein noch zu bestimmender ProportionalitatsfaksarDriickt man die Variablein(das vonA
aus gemessen wird) undiurchoa undR aus, erhalt man

AH = kl—sina Aa
R

und daraus

T

H = lim kl— sina Aa = kl— sina do = 2k|— (1)
M-0 R R R
0

Ein Vergleich mit der oben gewonnenen Formel fig Beld eines unendlich langen geraden Leiters,
I

H=——,
2TR
ergibt
k=t
4m
und damit
AH =2 1SIna
4 r

Fur das Differential H des Betrags der Feldstarkeergibt sich aus Gleichung (1)
11 . 11 . _
dH =——simr dr=——— simr d  Gesetz von Biot-Savart
4 R amrr

(Die mathematische Begrundung fur den ersten Tiesed Doppelgleichung findet sich in »Die
physikalische Rumpelkammerie unendlich kleinen Grol3en in der Physik, Kap. 5

In Vektorschreibweise ist:

11
dH ZZ'[F[erI] .

Dabei istr vonP nach d gerichtet und der Vektol that dieselbe Richtung wie der Strém

Der Ansatz hat also zu einem Ergebnis gefiuhrt, dasbeobachteten Gesetzen Ubereinstimmt. Es
musste lediglich dem Proportionalitatsfaktor noeh chtige Wert zugeordnet werden.

Als Anwendungsbeispiel soll zunachst die magneéidebldstarke in der Achse eines kreisformigen
Leiters vom Radius R berechnet werden. Dabei werdeVereinfachung nicht erst die Differenzen,
sondern gleich die Differentiale véshund| betrachtet.



5.5 Das Feld eines kreisférmigen Leiters

df,

df,

Wir berechnen die Feldstarkeanteile zweier diarhggeniber gelegener Differentialk dnd d..
Fur die Differentiale der Feldstarkenbetrage gilbial

| dl
4mr?

dH,=dH, =

Wie zu erkennen, kompensieren die Radialkomponeriaander, dagegen summieren sich die
Axialkomponenten zum axialen Feldstarkeanteil

dH:ZIdIZB: IR3dI.
4Ttre r - 21Ur

Da dieser Anteil von zwei Leiterelementen herrilwitd zur Berechnung der gesamten Feldstérke nur
Uber den halben Kreisumfang integriert. So findahm

2 2
H:|R3T[R:|R3: | R .
2r 2(R2+a2)2

21
Insbesondere folgt daraus fur den Mittelpunkt deor8schleife mita = O:

10



5.6 Das Feld einer Zylinderspule

Als néchstes berechnen wir die Feldstarke in deteMeiner Zylinderspule, die aus zahlreichen

kreisférmigen Leiterschleifen besteht.

dx

21

Die konstante Windungsdichten/Al der Spule seN, wobeiAn die auf die Streckal entfallende
Windungszahl ist. Auf die Strecke zwischennd & + dx) entfallen daniN dx Windungen, in denen
insgesamt der StroirN dx flie3t. Der Feldstarkeanteil dieses Spulenelemeaais einer kreisformigen

Leiterschleife entspricht, betragt dann

2
dHZRNI dx ’

2 (R2+Xz)%

und die Gesamtfeldstéarke ist

+|

H:WNlj dxs’
2 (Rz_'_xz)i

wenn die Lange der Spulé it undx von der Spulenmitte aus zahlt. Das Integral hatWert

+

_ 2 _ 2
R(Rw)] R(R1Y (54
Damit wird
H= N
(22
Furl gegen unendlich wird daraus
H=NI.

Bei einer unendlich langen Spule ist in jedem PugktAchse »die Mitte« der Spule, also gilt dieses
Ergebnis fur jeden Punkt der Achse. Fir eine r&pele endlicher Lange gilt dieses Ergebnis
anndhernd in der Nahe der Mitte, falls die LangeSpmile sehr grof3 ist gegeniber ihrem Radius. Am
Ende einer solchen Spule ist die Feldstarke gemade halb so grol3 wie in der Mitte, da ja hier eine

Halfte der Spule und damit auch ihr Anteil an deldBtarke fehlen.



Wegen der Gleichberechtigung aller Spulenquersihnitissen die Feldlinien parallel und damit das
Feld homogen sein.

5.7 Das Vektorpotential des magnetischen Feldes

Die Grundgleichung des durch einen elektrischearB&rzeugten Magnetfeldes lautet

rotH = j. (2)
Dazu kommt noch die Gleiahg
divH =0, 3)

die besagt, dass das magnetische Feld eines stdldn Stromes nur geschlossene Feldlinien hat und
daher quellenfrei ist.

Der Versuch, ein magnetisches Feld mit Hilfe didseiden Gleichungen aysherzuleiten, gelingt
durch Einfihrung eines neuen, noch unbekanntenovekt von dem gelten soll:
H =rotA.

Zunachst ist festzustellen, dass dieser AnsatzGlachung (3) erfillt, da die Divergenz eines
Wirbelfeldes (hier: div rof) stets null, d. h. das Feld des VektorsAauellenfrei ist.

Sollte es gelingen, einen Vektérzu finden, der auch die Gleichung (2) erfillt,kemnH einfach
durch Berechnung von ré, also durch Differentialoperationen, gefunden \eerd

Aus Gleichung (1) ergibt sich zunachst
rotH = j =rotrotA.
Nach einem Satz der Vektoranalysis ist
rotrotA = -AA+ grad divA

wobeiA der LAPLACE-Operator ist (siehe unten). Demnath is
rotrotA =-AA+ graddivA = | 4)

Diese Gleichung vereinfachte sich erheblich, weangksuchte VektoA zusatzlich die Bedingung
div A = 0 erfillte, also ebenfalls quellenfrei wéare. Pkann jedoch ohne Beeintrachtigung der Allge-
meingultigkeit immer angenommen werden. Denn audene beliebigen Feldvektov, kann ein
quellenfreier Feldvekto gewonnen werden, indem man ¥y einen geeigneten Vektor grad
addiert:

V =V, +grad¥
Dies lauft darauf hinaus, einen Vektor zu findegr, éinerseits dieselben Quellen Wighat, nur mit
entgegengesetzten Vorzeichen, und der anderevgéitslfrei ist und daher bei der Summenbildung
an rotV, nichts andert. Die zweite Bedingung wird dadundtilk, dass wir den gesuchten Vektor als

Gradient einer Funktiof¥ angesetzt haben. Nun missen wir noch zeigen sitdsstets eine skalare
Ortsfunktiony finden lasst, welche die erste Bedingung erfiits (4) folgt

divV =divV, +divgrad¥ = 0, (5)
und weiter
divgrad¥ =- diw,
und in rechtwinkligen Koordinaten

12



(o oy v N, 0V, AV,
div € + e, + e, |=- X 4 Yoy z
0x oy 0z ox oy 0z

0w oW 9w _ [0V, 0V, OV,
+ + =- X4+ +—02 |
x> oay* 0z? ox ody 0z

oder

Sicher lasst sich stets eine skalare Ortsfunkiiomangeben, welche dieser Differentialgleichung
genugt, sodass unsere Forderung, der Vekswi quellenfrei, stets erfillbar ist.

Dann erhalten wir aus (4) die vereinfachte Gleichun
AA=-].
Der LAPLACE-Operaton ist das Symbol fur die Differentialoperation
0>  0° 07
2 + 2 + 2
ox~ oy oz
Dieser Operator wird jetzt auf einen Vektor angedetnDas ergibt:
AA=AAg +AAe,+AAE, = |.
Fur die einzelnen Komponenten gilt dann:
AA =, DA =, AA =,
Diese drei skalaren Gleichungen entsprechen — fédesich — genau der aus der Elektrostatik
bekannten POISSON-Gleichung fir das Potential tlddreschen Feldes. Daher werden die obigen
Gleichungen als die Potentialgleichungen des magphetn Feldes bezeichnet. Dem entsprechend

hei’t der VektorA das Vektorpotential des magnetischen Feldes. Druihgen der drei skalaren
Potentialgleichungen sind aus der Elektrostatikabek Sie lauten:

| _ [ |
= | —=*qav, =2, ==
A j4nr A _[4nr A _[4m
\ \ \%

Fasst man diese drei Gleichungen wieder zu eindtovgleichung zusammen, so ergibt sich die
Gleichung des Vektorpotentials:

A=|-av.
41
\Y

Hieraus kann sofort das Feld eines unendlich laggeaden Leiters berechnet werden. In ihm hat der
Vektor|j die Richtung der Leiterachse. Legen wir die Defarale @ in diese Achse, so wird, wemn
der Leiterquerschnitt ist,

jdvzlaquzl ds

und
A= |9,
) r
L

13



Die nun zur Ermittlung vorH folgende Berechnung der Rotation ist von der Iragn tber die
Lange des Leiters unabhéangig. Daher kdnnen Rosddilmlung und Integration in der Reihenfolge
vertauscht werden:

H :rotl— ds_ I—rotﬁz il grad—lx &= I_dszro
4ty r 411 r Ving r 4t r
L L L L

Dabei istrq der Einheitsvektor in der Richtung des Differelstids zum Aufpunkt (= betrachteter
Punkt) hin. Diese Gleichung kann so interpretieztden, dass jedes Differential zum Feld den Beitrag

liefert. Dies ist aber genau das Gesetz von BioafBa

14



