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Das »Zwillingsparadoxon« — einmal genau betrachtet

Bei der mathematischen Behandlung des so gena@wtédliingsparadoxons — das in Wirklichkeit
keines ist — werden im Allgemeinen die Beschleunggd und Bremsphasen zu Beginn, bei der
Umkehr und am Ende der Reise vernachlassigt. Dsibdi— wie sich zeigen wird — gerade sie die
Ursachen des gesamten Phanomens. Und nur dadasshsi@ beriicksichtigt und genauer untersucht
werden, lasst sich der Vorgang befriedigend erkl@éred das Paradoxon auflésen.

1 Allgemeine Uberlegungen

Gegeben seien zwei zunachst relativ zueinandendeéhBezugssystenteund S, welche hier durch
eine X-Achse bzw. eineX'-Achse reprasentiert werden. Die beiden Achserefliegufeinander, ihre
Urspringe (Nullpunktel undO' koinzidieren und die Uhren in beiden Systemen simthronisiert.

In jedem der beiden Systeme befinde sich einebdeien Zwillinge. Dann wir®’ beschleunigt und
der darin befindliche Bruder geht auf die ReiseciNaeiner Rickkehr ist in seinem System weniger
Zeit vergangen als im Syste&und er ist weniger gealtert als sein daheim gbkler Bruder. Das
Ausmal} dieser ,Zeitdilatation" hangt von der Reesapwindigkeit und von der Dauer der Reise ab.
Der Effekt unterscheidet sich grundsatzlich von bekannten ,relativistischen” Effekten (Relativitat
der Lange, der Dauer, der Gleichzeitigkeit und Masse), welche samtlich ,relativ‘ sind, namlich
symmetrisch: Jeder Beobachter nimmt im anderereBysdie gleichen Effekte wahr. Dagegen ist am
Ende der Reise des Bruders in seinem Sys¥emmbsolut” weniger Zeit vergangen und er ist
tatsachlich weniger gealtert. Als Ursachen dafumika nur das Einzige in Frage, was die beiden
Systeme unterscheidet, ndmlich die Beschleuniglied’ erfahren hat. Diese Beschleunigung hat die
Uhren und allgemein den Ablauf der ZeitShverlangsamt. Beim Abbremsen am Ende der Hinreise
(negative Beschleunigung) wird der Effekt riickg@ngemacht: Die Uhren laufen wieder mit der
urspringlichen Geschwindigkeit, aber sie lauferatiggeitversetzt.

Betrachten wir nun den Vorgang im Detail. Dabeiiggines, die Hinreise bis zur Umkehr zu ver-
folgen; die Rickreise kann als deren Spiegelbilgearhen werden.

Von der Zeitt = 0 bis zur Zeit =t; (Phase 1) erfahre das Syst8heine konstante Beschleunigung
vom GroRRenwera auf die Geschwindigkei;. Vont; bist, (Phase 2) sei die Geschwindigkeit v&n
konstant gleichv;; vont, an (Phase 3rfahreS' eine negative Beschleunigung vom GréRenweat —
bis es zur Zeit; relativ zu S wieder in Ruhe ist. In diesem Moment gehen die bhrebeiden
Systemen wieder gleich schnell, und ein Uhrenvagleviirde zeigen, dass i weniger Zeit
vergangen ist als i8.

Abbildung 1 zeigt die Hinreise im vierdimensionalimkowski-Raum. (hier auf zwei Dimensionen
reduziert). Die rote Kurve ist die »Weltlinie« deanktesO'. Die momentan&V-Achse des Systems
S'ist die Tangente im jeweils betrachteten Punkiieltlinie. DieW-Achse ist zugleich die Weltlinie

des Punkte®.
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Abb. 1: Weltlinie vonO'

Betrachten wir ein kleines Stiick der Weltlinie dlamktesO'. Fir die Lange der Sekante zwischen
zwei Kurvenpunkten gilt wegen der pseudoeuklidischietrik

(aW)? = (aw)* = (a %)%,
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Abb. 2: Sekante der Weltlinie
und fur ihr Differential
(dw')* = (dw)* = (dx),
woraus mitw' = ¢ t'undw = c t folgt
c2(dt")? = c2(dt)? - (dx)?
und schlieflich
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Fur die Dauer der einzelnen Phasen im SySeengibt sich daraus:

Phase 1 (O-A):
O’ befindet sich zu den Zeitepbzw.t';in A. Flr diese gilt:
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Plausibilitatsprifung:

Da Missverstandnisse ausgeschlossen sind, werdEnlgenden die Indices 1 weggelassen.
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1. Firv — Oist arcsirv/c =v/c = (at)/c. Daraus folgtt' - —+——t=—+—=t.
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3. Wir vergleichen nun die Ganggeschwindigkeitenlderen inS’ undSzur Zeitt;. Aus Gleichung
(1) folgt furv = v,

2

, V.
dt'= 1—C—12 dt =+/1- B dt, (2)

wobeild = v,/c ist.

Phase 2 (A-B):

O’ befindet sich zu den Zeiténbzw.t', in B.

Da die Strecké\B geradlinig ist, kénnen die Differentiale in Gleisty (2) durch die entsprechenden
Differenzen ersetzt werden. Es gilt daher

t—t' = (t,—t)\J1- B>
t' (t —%)\/1 5 +;[;ar05|nﬁ

Furt, ergibt sich daraus

Phase 3:
Wegen der Symmetrie der Phasen 1 und 3 ist



t,—t', =t =%(\/1— 52 +%arcsin,8)
Aus
ty =t +t',
folgt

t', =%[\/1— 5 +%arcsinﬂ) + (tz —t—;)\/l— 5 +t—223 arcsi

t (3)
t', =t,\1- B +;éarcsinﬂ.

Am Ende der Phase 3 ruht das Sys&melativ zum Systen$ und dieX’-Achse fallt wieder mit der
X-Achse zusammen. Es ist ein direkter Uhrenvergleigiglich und das Ergebnis ist flr die Beob-
achter in beiden Systemen dasselbe.

Diskussion der Ergebnisse:

1. Furv, <<cist =0, arcsing=pgund{ 4 = 1

und dahett’, =t, +t, =t..Der Unterschied im Gang der Uhren ist verschwinddainh.

2. Auch fur mittlere Werte vom, kdnnen die Beschleunigungsphasen 1 und 3 gegedébéthase 2
vernachlassigt werden, wetyn>>t; ist. Dies ist genau das, was bei der Ublichen Beluag des so
genannten Zwillingsparadoxons geschieht, wenn diséthliche Weltlinie des reisenden Bruders

durch eine geknickte Gerade ersetzt wird. Diesaeg&ten wird also durch das Ergebnis der exakten
Rechnung als brauchbare Néherung gerechtfertigt.

Ubrigens stellen die Phasen 1 und 2 zusammen edfistandigere (und daher auch exaktere)
Beschreibung des (hier als bekannt vorausgesetta@inomens desLanglebigkeit der Myonen der
sekundaren Ultrastrahlung dar als die allgemeiickibl Wahrend ihrer Entstehung werden die Myo-
nen auf nahezu Lichtgeschwindigkeit beschleunigini gehen die Uhren im System der Myonen
erheblich langsamer als die Uhren auf der Erde.

Zahlenbeispiel:

Fir die Abb. 3 wurde angenommen= arctan y/c) = 40°, woraus folgt/c ~ 0,84! Daraus ergeben
sich dann die Dauer der einzelnen Phasen im SyStem

Phase 1:t'; = 0,86 t,

Phase 2: t', —t'; = 0,54 (t2 — tl),

Phase 3: t'; -t =t;,=0,86 1,

Durch Addition der drei Gleichungen ergibt sich
t',=0,54t, + 1,18,

! Hinsichtlich tana = v/c siehe: Spezielle Relativitatstheorie, 2. Teill$.auf dieser Website.



und daraus
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Furt, =t; (d. h. zwischen Beschleunigung und Bremsen keingeReit konstanter Geschwindigkeit)
folgt daraus fur den Quotienténh= 0,86; firt, >>1t; wird Q = 0,54.

3 Der Vorgang aus der Sicht eines Beobachtersin S’

Zuné&chst ist hervorzuheben, dass es nicht zulassegl falsch — wére, das Syste&hals ruhend und
das Systensals in entgegengesetzter Richtung beschleunigemat¢hten. Denn die Beschleunigung
ist eine ,absolute” GroflRe, das heildt, sie ist inst&y S’ beobachtbar und messbar, und ein
Beobachter irS’ ware in der Lage, die Weltlinie des Ursprun@sseines Systems aufzuzeichnen.
Insofern ist der Vorgang in der Abbildung 1 objektichtig und fur beide Systeme verbindlich
dargestellt. So ist es auch objektiv richtig, dass Uhrenvergleich am Ende der Phase 3 fir beide
Beobachter zum selben Ergebnis fuhrt: Im Sys$éist weniger Zeit vergangen alstEs bleibt also
nur die Aufgabe, zu beschreiben, wie sich der Vioggiir einen Beobachter &' darstellt, und wie
sich fur ihn eine Uhr verhalt, die sich im Syst&mmn UrsprungO befindet. Dazu betrachten wir diese
Uhr am Ende der einzelnen Phasen. lhre jeweiliggeliand der dazu gehorigéWert sind durch
einen Asterix (*) markiert. Die Lage def-Achse zu diesen Zeitpunkten ist in der Abbildungp8
dargestellt, die deX-Achse grau.
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Abb. 3
Anmerkung: Es istt*s = cts.

Abbildung 4 zeigt einen Ausschnitt aus AbbildungF8r den Steigungswinkely der X'-Achse gilt
wieder

V,
tana=-1=p
C
(Siehe dazu ,Spezielle Relativitatstheorie®, 2.1;T8i 13 auf dieser Website)
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Abb. 4

Die Verschiebung vo®’ auf derX-Achse in der Zeit, ist
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und daher
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Mit den oben angenommenen Werten ist
t, =t,(1-10,84)=0,6%,

Aus der Sicht des BeobachtersShist also die Phase 1 8kurzer als fir einen BeobachterSnFur
ihn scheinen also die Uhren Bilangsamer zu gehen als die eigenbas beruht, wie man aus
Abbildung 3 erkennen kann, auf der DrehungXieAchse. Allerdings gehen fir ihn die UhrenSim
einem anderen Verhaltnis langsamer als es die Uhr8ifir einen Beobachter i&tun. Das zeigt am
einfachsten ein Zahlenbeispiel mit den oben angememen Werten:

Es ist fUr einen Beobachter 81siehe Seite 4, Phase 1f)j = 0,86t;
Dagegen ist fiir einen BeobachteiSi(siehe oben):  t*;= 0,65t;,
woraus mitt; =t’;/0,86folgt t*; = 0,76t,.

Fur einen Beobachter Bgeht die Uhr inS’ im Vergleich zu seiner eigenen Uhr zeitversetak{br
0,86); fur einen Beobachter 8i geht die Uhr irSgegenuber seiner eigenen Uhr ebenfalls zeitversetzt
(Faktor 0,76). Fur jeden Beobachter geht also dieilh anderen System langsamer als seine eigene,



jedoch in unterschiedlichem Maf3. Der Effekt isoafscht mehr symmetrisch. Wie zu erwarten sind
die beiden Systeme wegen der Beschleunigung des gon ihnen nicht mehr gleichberechtigt.

Analog ergibt sich aus Abbildung 5:

020'2:TOI1+ \/1(T2— T]):% L+ Vl( L- t): V( -3 t)’

c(t, _t;) = Vl(tz_%tl)tana :V_l(tz_%tl) '
C

LeL(-p) 2 A0

t -t =t,(1- ) -1,(1- 8°) = (,-t)(1- B%) = ¢ 't N 1- B

In Phase 2, in der sic& mit konstanter Geschwindigkew bewegt, tritt also der bekannsym-
metrischeEffekt der relativistischen Zeitdilatation auf. rH@den Beobachter gehen die Uhren des
anderen Systems in gleichem MalR3 langsamer als atieeijenen. Dazu kommt, dass die Uhren in
unterschiedlichem Mal3 zeitversetzt laufen. Diese Rluase 1 stammende Zeitversetzung wird in die
Phasen 2 und 3 tibernommen.
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Abb. 5

In Phase 3 vergeht @& die Zeitt'3 —t', =14, wahrend ir6— immer aus der Sicht eines Beobachters in
S’ — die sehr viel gréRere Zeitspartpe t*, vergeht. Diese betragt
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Dafur kann man auch schreiben



ty _t; = (tz _tl) :82 +t1(1+%2j ,

wodurch der Einfluss der Dauds {t;) der Phase 2 deutlich wird. — Dagegen ist (siehie$3)
1 1 1 1 2 1 H
t',-t', =t :Etl J1-48 +Earcsm8

Beispiel:
Setzt man wieder;/c = 0,84, erhalt man

t,—t, =0,71(t,~t,)+ 1,33,= 0,71,+ 0,64
und t',—t', =0,86t,.

Der erste Wert ist (selbst im ungunstigsten Fadinmt, = t; ist) betrachtlich groRer als der zweite,
sodass die Zeitversetzung in der 1. und 2. PhaderiB. Phase erheblich Giberkompensiert wird.

Nun wird der Grund dafiir deutlich, dass auch fur Beobachter in "5 < t; ist; Das Zurlickdrehen
der X’-Achse in Phase 3 erfolgt in grofRerer Entfernung der W-Achse als das (Hin-)Drehen
wahrend Phase 1. D' -Achse Uberstreicht dabei in Phase 3 eine der Eniifigg von deiM-Achse
proportionale Strecke dieser Achse. Anders gedaigtUrsache fur das Nachgehen der Uhref'in
nach der Rickkehr des Zwillings beruht darauf, ddissBremsphase 3 (und die darauf folgende
Beschleunigungsphase beim Ruckflug) sich in grif¥Enmtfernung vom Startpunkt abspielen als die
erste Beschleunigung (Phase 1) und die Bremspluadende der Reise.

Wie man sieht, verlauft der Vorgang fur einen Baiber inS’ vollig anders als fir einen Beobachter
in S. Der Unterschied erklart sich aus der pseudoeigkligtn Metrik des Minkowski-Raumes und
daraus, dasS’ darin beschleunigt wurde.

4 Konsequenzen fur die Grundlegung der Speziellen Relativitatstheorie

In seiner grundlegenden Arbeit zur Speziellen Retatstheorie»Zur Elektrodynamik bewegter
Korper« fuhrt Einstein zwei zundchselativ zueinander ruhende Bezugssystem ein undhbaibt
detailliert, wie die Uhren in den Systemen synclsient werden. In 8§ 3, Abs. 2 der genannten
Abhandlung (S. 897) schreibt er dann: ,Es werde dam Anfangspunkte des einen der beiden
Systeme K) eine (konstante) Geschwindigkeitn Richtung der wachsendardes anderen, ruhenden
Systems K) erteilt ...“ Fir das Weitere setzt Einstein addbstverstandlich voraus, dass trotz der
Beschleunigung, die das Systénerfahren hat, die Uhren in den Urspringg2mnd O’ der beiden
Systeme noch immer synchron gehen. Wie oben irkadgiteln 2 und 3 gezeigt wurde, ist dies jedoch
nicht der Fall. Damit ist eine wesentliche Voratgseg fir die Herleitung der Transformations-
gleichungen (Lorentz-Transformationen) nicht metftilk. Es ware allerdings voreilig, daraus zu
schlieen, die gesamte Theorie ware falsch. Marsmus, um die Gleichberechtigung der beiden
Systeme zu bewahren, anders als von Einstein bebehrvorgehen,. Dazu wird folgendes Vorgehen
vorgeschlagen:

Die beiden System&’ und S” werden beziglich eines dritten Syste®sn entgegengesetzten
Richtungen auf die Geschwindigkeitbzw. — ubeschleunigt. Am Ende der Beschleunigung wird der
Schnittpunkt deX’-Achse mit deiX” -Achse als neuer Ursprur@ bzw.O” definiert und es werden



neueW’/W’—Achsen eingefliihrt. Wegen der Symmetrie gehen HretJin diesen Punkten synchron.
Ebenso gehen die Uhren®undS” jeweilsuntereinandesynchron.

Wn’n’

Abb. 7

Damit sind die fur die Herleitung der Transformasggleichungen bendtigten Voraussetzungen erfullt.
Allerdings ist nach dem relativistischen Additiamsbrem fir Geschwindigkeiten die Relativ-
geschwindigkeit’ der beiden Systeme nichti,Zondern lediglich
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Im Minkowski-Diagramm kann das Syste®ti anschliel3end wieder als rechtwinklig dargestelid(
alsSbezeichnet) werden, wahre8ddann als schiefwinklig abgebildet wird.

Die obige Betrachtung lehrt tGbrigens, dass der iBegnertialsystem® einer Prazisierung und bei
seiner Benutzung einer gewissen Vorsicht bedarks HKlertialsystem gilt ein unbeschleunigtes
Bezugssystem. Die beiden von Einstein benutzterudgesysteme waren in diesem Sinne Inertial-
systeme, denn beide waren in der betrachtetenpaait® nicht beschleunigt. Trotzdem waren sie
keine gleichberechtigten Bezugssysteme, weil ed@®n zuvor beschleunigt worden war, mit der
Folge, dass darin die Uhren objekgider absolut) langsamer gingen.

5 Die Lichtgeschwindigkeit im beschleunigten Syste m S’

Die folgende Abbildung zeigt im Minkowski-Diagramdie Weltlinie des Ursprung®’ des be-
schleunigten Systen® (blau) und die Weltlinie eines Photons (oder kurzestimpulses) (rot), das
zur Zeitt =t' = 0 im Ursprung der beiden Systeme gestartenidtléngs der positiveX / X'- Achsen

verlauft. (Bezeichnungen wie in Abb. 3.)



Abb. 6
Es ist zur Zeit =tz undt’ =t';
Lichtweg inS : a:’: ct
Lichtweg inS': O, P=QP- QQ,

wobei
—— Vl
0,0, = 2Etl+ vi(t-t)=wt,
und daher
O, P=ct - \t.
Die mittlere Lichtgeschwindigked’ in S’ ist somit (flrt’; siehe Gleichung 3)
= O5P_ Ct-Vvh

ts t,\1- 5" + 'té arcsing
Firt, >> t; kénnen — wie aus Abb. 6 erkennbar — die Beschipumgis- und Bremsphasen vernach-
lassigt werden, und man erhélt dann (zusammen,raitt,)

. Lc-v) _ c-v

- t1-8 J1-5°

Zahlenbeispiel:
Fir R = 0,84 ergibt sich daraus: C'= 0, 29cC.

Diese Ergebnisse stehen nicht im Widerspruch zeziSpen Relativitatstheorie, denn diese gilt nur
fur gleichberechtigte Inertialsysteme. Ohnehin kistvéer Versuch von Michelson und Morley, der
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als experimentum crucis der Speziellen Relativitétsrie und der von Lorentz hergeleiteten und nach
ihm benannten Transformationsgleichungen gilt,dich, dass im Inertialsystem ,Erde” trotz dessen
Bewegung um die Sonne (mit ca. 30 km/s) die Licktgavindigkeit in jeder Richtung dieselbe ist.
Einstein hat dann das Prinzip der Konstanz dertgetchwindigkeit auf alle Inertialsysteme aus-
gedehnt und diese (falschlicherweise) als gleiddigrgt betrachtet (siehe dazu Kapitel 4).
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